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Prefacio

Las Breves Notas sobre Autématas y Lenguajes introducen en forma sim-
ple y sencilla a algunos de los temas relevantes en el drea de Autématas y
Lenguajes. No tiene la intencion de substituir a los diversos libros y publi-
caciones formales en el drea, ni cubrir por completo los cursos relacionados,
sino mas bien, su objetivo es exponer brevemente y guiar al estudiante a
través de los temas que por su relevancia se consideran esenciales para el
conocimiento basico de esta area, desde una perspectiva del estudio de la
Computacion.

Los temas principales que se incluyen en estas notas son: Autémata Fini-
to, la Jerarquia de Chomsky, Lenguajes Regulares, Graméticas Generativas
y Autématas Celulares. Estos temas se exponen haciendo énfasis en los ele-
mentos que el estudiante (particularmente el estudiante de Computacion)
debe aprender en las asignaturas que se imparten como parte de la Licen-
ciatura en Ciencias de la Computacién, Facultad de Ciencias, UNAM.

Jorge L. Ortega Arjona
Octubre 2004






Capitulo 1

Autéomata Finito
La Caja Negra

Ocasionalmente, uno se encuentra con algtin dispositivo cuya funcién
precisa es incierta o desconocida. En general, si su apariencia no da idea
alguna de cudl es su funcién, normalmente se nombra a este tipo de dispo-
sitivos como caja negra. Una forma de descubrir como trabaja el dispositivo
es desarmarlo pieza por pieza, y deducir su funciéon mediante andlisis de sus
componentes e interconexiones. Esto, sin embargo, no siempre es posible ni
necesario. Por otro lado, dado que el dispositivo misterioso normalmente pre-
senta partes tanto de entrada como de salida, es posible descubrir qué hace
sin tener que desarmarlo.

Imaginese una caja negra particular (figura 1.1) que presenta una ter-
minal eléctrica marcada como “ENTRADA”, un pequeno foco etiquetado
“ACEPTADOQO”, y un botén marcado como “REINICIA”.

ENTRADA
(05025 V)

REINICIA ACEE;ADO

Figura 1.1: Una caja negra

El dispositivo parece aceptar dos tipos de voltaje, y representando es-
tos con los simbolos 0 y 1, se pueden realizar algunos experimentos dando
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secuencias de ceros y unos a la caja negra. Al principio, aplicar algunas se-
cuencias parece no afectar al dispositivo. Después de varios intentos, el foco
repentinamente se enciende: la secuencia ha sido “aceptada”. Tras registrar
la secuencia de simbolos que encendi6 el foco, se repite el experimento, pero
la secuencia falla y el foco ya no enciende. En el desconcierto, es posible
comenzar a considerar que el circuito interno de la caja se comporta en for-
ma aleatoria. Entonces, alguien més intenta la misma secuencia, pero tras
haber presionado el botén de reinicio. El foco se enciende de nuevo. Conti-
nuando con los experimentos se descubren varias otras secuencias que, tras
haber presionado el botén de reinicio, también encienden el foco. Notando
esto, es interesante preguntarse: jhasta dénde puede llegarse analizando el
comportamiento de la caja negra?

Para hacer tal anélisis, es necesario suponer que el contenido de la caja
se encuentra en alguna clase de equilibrio estable entre una entrada y otra.
También se supone que el circuito interior de la caja puede encontrarse en
s6lo un numero finito de tales estados de equilibrio. Estas suposiciones son
perfectamente razonables, al menos si se trata de un dispositivo manufac-
turado.

Cuando se describe de la forma anterior, la caja negra es esencialmente
un autéomata finito. En términos abstractos, este dispositivo consiste de:

» Una coleccién finita de @ estados (por ejemplo, las condiciones elec-
trénicas internas y estables del circuito).

s Un alfabeto finito ¥ de senales de entrada.

= Una funcién 0 la cual, para toda posible combinacién del estado actual
y la entrada, determina un nuevo estado.

Dos de los @ estados son especiales: uno llamado estado inicial, y otro
que es un estado de aceptacion (a veces llamado también estado final).

De esta forma notese que el botén “REINICIA” coloca al autéomata
finito en el interior de la caja negra en un estado inicial. Algunas secuencias
de ceros y unos dan como resultado que el autémata llegue al estado de
aceptacion, lo que causa que el foco se encienda.

Se dice que un autémata finito acepta cualquier secuencia de simbolos si
lo colocan en alguno de sus estados finales. El conjunto de tales secuencias
puede verse como las palabras en el lenguaje del autémata. Con esta ter-
minologia, entonces, se puede preguntar: ;es posible determinar el lenguaje
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del autémata finito dentro de la caja negra? jse puede describir brevemente
el conjunto de todas las secuencias binarias que causan que el foco se pren-
da? Al fin y al cabo, éstas no son mas que palabras del lenguaje. Ya que
el autémata finito dentro de la caja negra sélo tiene un numero finito de
estados, se puede suponer que esto es un objetivo razonable. Sin embargo,
tras un numero de experimentos, surgen varias dudas. Por ejemplo, la caja
negra acepta las siguientes palabras:

0101

0100101
0100100101
0100100100101

No toma mucho tiempo en darse cuenta que el autémata acepta todas
las palabras que tienen la forma 01(001) % 01, donde (001)* es sélo una
abreviacién de “todo nimero de repeticiones de la secuencia 001”. De hecho,
podria intentarse dibujar parte del diagrama de transicion de estados del
autémata (figura 1.2), en el cual los estados se representan por circulos
etiquetados, y las transiciones entre ellos como flechas.

? ? ? ?
1 / 1 0
0 (1) 3}t 4
o\t o %
0 1 2
Estado !
Inicial Estado de
1 Aceptacion

Figura 1.2: Un posible diagrama de transicién de estados

Las transiciones representan a la funcién §. Por ejemplo, si el autémata
se encuentra en el estado 3, entonces § determina que el siguiente estado es
4 si hay una entrada 1, o es 5 si la entrada es 0.

Sin embargo, jcémo se sabe que este diagrama es correcto? Desafortu-
nadamente, no se sabe. Es facil imaginar otros diagramas que den exacta-
mente el mismo resultado, incluyendo aquél que se presenta en la figura 1.3.



Estado de -

? ? ? :
1 /\/ 1 Aceptacion 0
3\ 1
0 Y1 RN 4

1
Estado 0 ?

Inicial

Figura 1.3: Otro posible diagrama de transiciéon de estados

También es posible estar errado respecto a la suposicion de que la caja
negra acepta todas las cadenas de la forma 01(001) * 01. Podria aceptar
tales cadenas, por ejemplo, hasta 98 repeticiones de 001, pero no con 99
repeticiones. Analizar un dispositivo desconocido como caja negra puede
resultar mucho muy complicado.

En este punto, alguien del equipo de investigacién podria haber volteado
la caja negra y descubrir una etiqueta con la siguiente informacién:

Caja Negra 1237-SWD
(6 palabras)

Dada tal informacion, es finalmente posible determinar precisamente el
lenguaje que acepta el autémata dentro de la caja negra. La teoria (véase
el capitulo 3) dice que si un autémata acepta seis palabras de la forma
01(001)™01 (lo que significa 01 seguido por n repeticiones de 001 seguido
por 01), para n = 0,1,2,3,4,5, entonces aceptard todas las palabras del
conjunto 01(001) x 01. Se puede escribir entonces que:

01(001) %01 C L4

donde L 4 representa al lenguaje del autémata A, que se encuentra dentro
de la caja negra.



Una exploracion sistematica de las posibilidades lleva a otra de tales
conclusiones:

(0110) * 111 C L4

Se puede escribir entonces que

01(001) % 01 + (0110) % 111 C L4

lo que significa que una palabra ya sea de la primera forma o de la segunda
forma sera aceptada por el autéomata A.

Ya que hay un nimero finito de posibilidades para tales secuencias, even-
tualmente se puede obtener una expresién completa del autéomata en la caja;
se puede ignorar como es exactamente su estructura interna, pero es posi-
ble saber precisamente como responderia a cualquier secuencia de entrada
concebible.

El lenguaje que acepta un autémata finito puede siempre escribirse como
una expresion reqular, que se obtiene de aplicar las siguientes reglas:

= 0 y 1 son expresiones regulares.

= Si X y Y son expresiones regulares, también lo es su concatenacion
(XY), asi como su suma (X +7Y).

» Si X es una expresién regular, también lo es su iteracion (Xx).

Ademsds, para toda expresion regular hay un autémata que acepta el
lenguaje simbolizado por esa expresion. Por tanto, en cierto sentido, las ex-
presiones regulares capturan precisamente el comportamiento de un autéma-
ta en términos de su lenguaje.

Sin embargo, para toda expresiéon regular hay un nimero infinito de
automatas que aceptan ese lenguaje. Asi, aun cuando se conoce precisamente
el lenguaje que un autéomata acepta, es necesario abrir la caja e “inspec-
cionar” su diagrama de transicién de estados (por decirlo de algin modo),
si se desea saber precisamente que dispositivo se encuentra en ella.

Los autématas finitos son la clase de modelos computacionales més sen-
cillos, y han sido ampliamente estudiados. Como tales, tienen limitaciones
que pueden no ser directamente aparentes. Por ejemplo, ningin autémata
finito puede aceptar el conjunto de todos los “palindromes marcados” sobre
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un alfabeto dado. Estas son palabras de la forma zmz~!, donde z es una
palabra en algtin alfabeto, 2~! es su reverso, y m es un simbolo especial de
marca que no pertenece al alfabeto. En el capitulo 3 se da un ejemplo aun
mas simple de un lenguaje no regular. Por ahora, en el capitulo 2 se discuten
dispositivos de computo mas poderosos.
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Capitulo 2

La Jerarquia de Chomsky
Cuatro Computadoras

A primera vista, un modelo computacional teérico podria no ser muy
diferente al hardware de computadora. La diferencia béasica puede ser que
el primero es abstracto, mientras que el segundo es concreto. Sin embargo,
un modelo computacional tedrico permite delinear precisamente el poder y
limitaciones de un esquema de computacién especifico. Aun cuando muchos
modelos computacionales han sido propuestos desde el inicio de la com-
putacién, todos tienden a ser equivalentes a uno de los cuatro principales
modelos: autémata finito, autémata de pila, autémata lineal y maquinas de
Turing. En el presente capitulo, estos cuatro modelos computacionales son
vistos como variaciones de una sola maquina, como la que se muestra en la
figura 2.1

REINICIA ACEE ADO

Figura 2.1: La maquina bésica

La caja representa un conjunto de reglas que determinan cémo responde
la méaquina al contenido de una cinta que pasa por su lector, una celda a la
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vez. Cada celda contiene un simbolo perteneciente a un alfabeto finito. La
maquina opera en ciclos. Cada ciclo consiste en leer un simbolo, responder, y
entonces mover la cinta. La respuesta de la méquina determina, en general,
cudl de los cuatro tipos de modelo es.

La jerarquia de Chomsky recibe este nombre en honor al filésofo y
lingiiista estadounidense Noam Chomsky. Cada modelo de computo deter-
mina una clase de lenguaje. Ya que cada modelo es mas general que su
predecesor en la jerarquia, cada clase de lenguaje incluye aquélla que le
precede:

Generalidad | Modelo de Computo | Clase de Lenguaje
- Autémata finito Regulares
Autémata de pila Libres de Contexto
Autémata lineal Sensibles al contexto
+ Maquinas de Turing Recursivos enumerables

Un ejemplo especifico de cualquiera de los cuatro modelos puede bien
ser llamado computadora. Tiene un numero finito de estados, y cada ciclo
de operacién involucra una transicion de un estado a otro que se dispara
por un simbolo especifico del alfabeto de la computadora. Los estados de la
computadora puede representarse por circulos etiquetados, y las transiciones
como flechas entre los circulos (figura 2.2).

@ a Respuesta@

Figura 2.2: Transicién de un autémata

La computadora tiene un estado especial llamado estado inicial, y uno o
mas estados de aceptacion 6 estados finales. Cuando una palabra z se coloca
en la cinta al principio de la operacion de la computadora, la computadora
se encuentra en su estado inicial. Procede entonces a responder a la cinta,
sfimbolo por simbolo. Si el foco de “ACEPTADOQO” se enciende tras que la
computadora lee el ultimo simbolo de x, entonce se encuentra en un estado
de aceptacion. Esto significa que la computadora ha aceptado x. Por tanto,
el lenguaje de la computadora es el conjunto de todas las palabras que ésta
acepta.

El modelo de la computadora genérica que se ha descrito se determina
enteramente por la naturaleza de la respuesta a los simbolos en la cinta. Por
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ejemplo, si la cinta se mueve en una sola direccién y la respuesta consiste
meramente en el avance de la cinta seguido por una transicién a otro estado,
entonces la computadora es un autémata finito.

Sin importar el modelo que se trate, no hay nada que prohiba que la com-
putadora escriba en la cinta. Cuando la cinta es unidireccional, la presencia
o ausencia de tales simbolos de salida no hace ninguna diferencia respec-
to al lenguaje que la computadora acepta. Sin embargo, se hace distincién
de esta variante de un autémata finito como una mdquina Mealy, nombra-
da asi en honor al matematico G.H. Mealy. En tal modelo, las transiciones
en la computadora se representan como se muestra en la figura 2.3. Si la
computadora estd en el estado ¢ y el simbolo que se lee es a, entonces la
computadora escribe un simbolo b, avanza la cinta, y entra al estado j.

O (1)

Figura 2.3: Transicién en una maquina Mealy

El siguiente nivel de generalidad en la jerarquia de Chomsky involucra
autématas de pila (figura 2.4). Aqui, se altera temporalmente la maquina
genérica para incluir una cinta adicional.

REINICIA  ACEPTADO

Figura 2.4: Autémata de pila

Una computadora de este tipo se restringe a una cinta principal unidi-
reccional tal y como es un autémata finito. La cinta auxiliar, sin embargo,
puede moverse hacia adelante o hacia atras.

Inicialmente, este tipo de computadora revisa tanto la primera celda de
la cinta auxiliar como el primer simbolo de la palabra en la cinta principal.
En cualquier punto del computo, un ciclo consiste en leer los simbolos en

15



ambas cintas, y reponder de acuerdo a ellos. Antes de avanzar sobre la cinta
principal y entrar en un nuevo estado, la computadora puede (a) avanzar
sobre la cinta auxiliar y escribir un simbolo en la siguiente celda, o (b) borrar
el simbolo existente en la celda actual de la cinta auxiliar, y regresar sobre
la cinta auxiliar una celda.

La primera celda de la cinta auxiliar contiene un simbolo especial que
la computadora reconoce como una marca. No se permite escribir sobre
esta marca, o mover la cinta de regreso a partir de ella; hacerlo obviamnte
requeriria leer una celda no existente sobre la cinta auxiliar en el siguiente
ciclo.

En forma de diagrama, un autémata de pila puede tener dos tipos de
transiciéon a partir de un estado dado (figura 2.5). Los términos push y
pop se refieren a una visualizaciéon comin de la cinta auxiliar, conocida
popularmente como “pila”’. Los simbolos sobre esta cinta se “apilan” en el
siguiente sentido: para leer un simbolo s dado en esta cinta, la computadora
debe leer y borrar todos los simbolos entre s y la celda actualmente revisada
de la propia cinta. Esto significa remover todos los objetos de una pila hasta
obtener un objeto especifico de enmedio.

O (1)

Figura 2.5: Dos tipos de transicién en un autémata de pila

Se considera que un simbolo ¢ que se anade a la cinta auxiliar es equi-
valente a anadirlo ( “pushed”) a la pila. Si un simbolo se remueve de la pila
(“popped”) no se requiere especificar de cudl se trata: es cualquier simbolo
que se encuentre en la celda que actualmente se revisa.

Un autéomata de pila tiene una caracteristica adicional no compartida con
los autématas finitos. Dado un estado actual y un par de simbolos de las
cintas principal y auxiliar, un autémata de pila no se encuentra confinado
a un estado siguiente especifico. Puede dirigirse a uno de varios estados
(figura 2.6). Tales transiciones se conocen como no-deterministicas, ya que el
siguiente estado no es determinado tnicamente por las condiciones actuales.
Cuando se trata de aceptar palabras de su lenguaje, un autémata de pila se
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supone que siempre hace una transiciéon correcta, esto es, una transicion que
siempre lleva a un estado de aceptacion. Cuando procesa una palabra que no
se encuentra en su lenguaje, sin embargo, no importa cémo la computadora
anada o saque de su pila, o qué transicién tome cuando se le ofrece una
seleccién: nunca puede ser un estado de aceptacién cuando el ultimo simbolo
de su cinta de entrada se procesa.

Figura 2.6: Una transicion no-deterministica

De acuerdo con esto, se definen dos tipos de autéomatas de pila: deter-
ministicos y no-deterministicos. Por definicién, la segunda clase de autématas
incluye a la primera. El conjunto de lenguajes que acepta un autémata de
pila (no-deterministico) es conocido como “libre de contexto”. Los lenguajes
que se aceptan por un autémata de pila deterministico se conocen como
“deterministicos libres de contexto”.

Obviamente, la clase de autématas de pila incluye a la clase de autématas
finitos: cualquier autémata finito puede convertirse en un autémata de pila
si se le equipa con una cinta auxiliar, que el autéomata finito ignora para
efectos préacticos. El autémata finito se mantiene simplemente escribiendo
el mismo simbolo en su cinta auxiliar mientras que lee y responde a los
simbolos en su cinta principal.

Un autémata lineal, como un autémata de pila, puede operar en forma
no-deterministica, pero a diferencia del autémata de pila, no esta equipado
con una cinta auxiliar. En lugar de esto, tiene una sola cinta principal como
el autémata finito. Sin embargo, el autémata lineal si tiene la capacidad de
leer y escribir sobre su cinta. Como se muestra anteriormente en el caso de
la maquina Mealy, esto no da ninguna ventaja especial al autémata lineal, a
menos que pueda mover su cinta en ambas direcciones. La respuesta de un
autémata lineal puede, por lo tanto, indicarse en forma de una transicién
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como se muestra en la figura 2.7. En esta figura, la computadora se encuentra
en el estado 4, en el cual revisa su cinta por el simbolo a. Escribe el simbolo
b para remplazar la a, y mueve la cinta en la direccién D. En la transicién
que se muestra, D puede tomar valores de L para izquierda, R para derecha,

y S para detenerse.
()

Figura 2.7: Una clase més general de transicién

De hecho, si la definicién de autémata lineal se complementa con una
condicién, la computadora que se define es ahora una mdquina de Turing,
el modelo computacional més general que se conoce. La condicion es: para
cualquier palabra de entrada z de longitud n (es decir, que contiene n simbo-
los), se le permite a un autémata lineal una constante k veces del total de
su cinta para completar su computo. Por ejemplo, para un autémata lineal
dado la constante k podria ser 5. Para decidir si una palabra de longitud 7 se
acepta, se le permitiria al autémata lineal el uso de 35 celdas consecutivas
de su cinta, y ni una mas. Siete de estas celdas estarian ocupadas por la
palabra, y las restantes 28 celdas podrian usarse como area de trabajo.

Un autémata lineal acepta la clase de lenguajes llamados “sensibles al
contexto”, mientras que las maquinas de Turing aceptan los lenguajes lla-
mados “recursivamente enumerables”.

La clase de autématas lineales incluye la clase de autématas de pila.
Este hecho no es tan observable a simple vista como la discusién de que
los autématas de pila incluyen a los autématas finitos. Dado un autémata
de pila M, se podria sin embargo, construir en forma relativamente facil
un automata lineal que lo simule. La clave para la simulacién recae en el
hecho de que un autémata de pila usa una cantidad de cinta auxiliar (la
pila, propiamente) que se limita linealmente por el tamano de su palabra de
entrada. Conforme el autémata de pila procesa esta palabra, simbolo por
simbolo, utiliza a lo mas un numero fijo k de celdas en la cinta auxiliar. El
autémata lineal M’ que simula a M utiliza su espacio de trabajo para imitar
la cinta auxiliar. Se mueve de ida y vuelta entre la palabra de entrada y el
espacio de trabajo, alternativamente representando operaciones en la cinta
principal y auxiliar.
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En la definicién dada de una maquina de Turing queda implicitamente
supuesto que son no-deterministicas. Como se definen normalmente, las
maquinas de Turing son deterministicas. Para cada estado actual y com-
binaciéon de simbolos de entrada, hay sélo una respuesta abierta para este
modelo de computo. Ciertamente, esto no hace diferencia. Se podria, con al-
go de paciencia, construir una maquina de Turing deterministica equivalente
para otra no-deterministica arbitraria. Desafortunadamente, nadie sabe si
los autéomatas lineales deterministicos son equivalentes a los no-deterministi-
Cos.

Este capitulo hace énfasis en la actuacién de varios estilos de computa-
doras abstractas que “aceptan” lenguajes. De hecho, las computadoras se
consideran mas comtinmente como transductores de entrada/salida. La pa-
labra en la cinta al principio del cémputo se transforma cuando (y solo si) la
computadora se detiene en una nueva palabra. Tales palabras pueden repre-
sentarse por nimeros, programas de computadora, o virtualmente cualquier
entidad simbdlica bien definida.
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Capitulo 3

Lenguajes Regulares
Bombeando Palabras

Ademsds de los lenguajes de programacion, existen otros lenguajes més
abstractos que se estudian dentro de la computaciéon. Sus nombres dan una
leve idea sobre su naturaleza (véase el capitulo anterior):

= Lenguajes regulares
= Lenguajes libres de contexto
= Lenguajes sensibles al contexto

= Lenguajes recursivamente enumerables

En la clasificacién de lenguajes abstractos, es frecuentemente til saber
cuando un lenguaje dado no pertenece a una clase particular. Una técnica
para hacer precisamente esto se basa en el “lema de bombeo” (pumping
lemma), publicado por primera vez en 1961 por Y. Bar-Hillel, M. Peries
y E. Shamir. El lema del bombeo para lenguajes regulares dice que si se
selecciona una palabra lo suficientemente larga de un lenguaje regular y
se “bombea” (tantas veces como se desee), siempre se obtiene una nueva
palabra en tal lenguaje.

Lo que hace tal conocimiento 1til es que en ocasiones, al tratar con
una palabra en un lenguaje del que se conoce poco, se puede hallar que
una palabra particular en él no puede “bombearse” en ninguna forma sin
obtener una palabra que no pertenece al lenguaje. En tal caso, se sabe
inmediatamente que el lenguaje no es regular.

21



“Bombear” una palabra W significa seleccionar una sub-palabra parti-
cular Y de W, y reemplazar Y por YY en W. Simbdlicamente, si

W=XYZ

entonces el resultado de “bombear” W (en Y') una vez es

W'=XYYZ

y el resultado de “bombear” W dos veces es

W"=XYYYZ

y asi en adelante. Ciertamente, se puede “bombear negativamente” una pal-
abra W mediante eliminar Y de W.

Es posible descubrir lo que dice el lema de bombeo y céomo trabaja en
forma simultanea, mediante examinar una porcién (figura 3.1) del diagrama
de transicién de estados de un autéomata finito A que acepta un lenguaje reg-
ular L en particular (véase el capitulo 2). Como es costumbre, los diferentes
estados del autémata se representan por circulos, y las transiciones entre
estados se representan por flechas etiquetadas con el simbolo de entrada que
causa esa transicion en particular.

Estad
Inicial b

Q Estado
Final
Figura 3.1: Una palabra de entrada lleva un camino
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Cada palabra en L corresponde a un “camino” a través del diagrama de
A. El camino lleva de un estado inicial a alguno de los estados finales de A.
Por ejemplo, el camino para la palabra aababbbaaab se muestra en la figura
3.1. El camino es simplemente la secuencia de transiciones por la que debe
ir A a fin de aceptar una palabra.

Lo maés interesante acerca del camino de la figura anterior es que contiene
un ciclo: habiendo entrado a uno de los estados de A, el camino regresa
més tarde a él. Esta observacion da inmediatamente una idea para producir
nuevas palabras que A debe aceptar. Simplemente, repite la porcién de la
palabra que corresponde al ciclo:

aaba(bbbaa)ab

para obtener

aaba(bbbaa)(bbbaa)ab

En otras palabras, aababbbaabbbaaab debe también ser aceptada por A, y
por lo tanto, debe estar en L. Mediante un razonamiento similar, es posible
ir por el ciclo tantas veces como se desee antes de llegar a un estado final.
Cada vez, se obtiene una nueva palabra de L.

Desafortunadamente, no hay nada que garantice que el camino corres-
pondiente a una palabra arbitrariamente seleccionada de L tenga un ciclo.
Sin embargo, A tiene sélo un numero n finito de estados, y una palabra de
longitud mayor o igual a n que resulte estar en L ciertamente lleva a A a
través de un ciclo: cualquier palabra de longitud n o més debe causar que al
menos un estado vuelva a visitarse. Esta simple observacién es un ejemplo
del “principio de la casilla” (pigeonhole principle): si méas de n cartas se
colocan en n casillas de correo, entonces al menos una casilla debe recibir
mas de una carta.

Una observacién mas permite llegar a la posicién de enunciar el lema de
bombeo. Notese que la sub-palabra:

XY = aababbbaa

donde X = aaba y Y = bbbaa, tiene una longitud total menor o igual a n,
mientras que la sub-palabra Y tiene longitud mayor o igual a 1.

23



El Lema de Bombeo para Lenguajes Regulares

Si L es un lenguaje regular, entonces hay una constante n tal que por
cada palabra W en L con longitud > n, hay palabras X, Y, Z tales que:

» W=XYZ

Longitud de XY <n

Longitud de Y > 1

» XY*Z estd en L para k =1,2,3, ...

Aqui, Y* simplemente significa k repeticiones de la sub-palabra Y con-
catenadas en la forma como se menciona anteriormente.

Resulta interesante utilizar el lema de bombeo para mostrar que un
lenguaje particular es no regular. Por ejemplo, sea L un lenguaje consistente
de todos los palindromes sobre el alfabeto [a, b]. Tales palabras son simétricas
respecto a su punto medio, por ejemplo:

abbababba

Si L es regular, entonces el lema de bombeo se aplica a L y debe haber
una constante n (en general, desconocida) la cual debe usarse para medir la
longitud de las palabras candidatas para aplicarseles el lema de bombeo. La
estrategia a usar aqui es notar que no importa qué valor pueda tener n, la
palabra:

W = a"ba™

debe estar en L de acuerdo con la definicién de los palindromes. Pero de
acuerdo con el lema de bombeo, W puede ser escrita como:

W=XYZ

de tal modo que, en particular, la longitud de XY como la parte inicial de
W es menor o igual a n. Por lo tanto, XY consiste nada més de a’s, y Y
consiste de al menos una a. Sigue entonces, por el lema de bombeo, que la
palabra:

W =XY?%Z = a™ba"
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también esta en L. Ahora, a™ refleja el hecho de que alguna porcién no nula
de la cadena inicial a™ ha sido bombeada, asi que m < n. Pero en este caso
a™ba™ no puede estar en L, ya que no es un palindrome. Lo tinico que puede
haber fallado en todo el razonamiento anterior es la suposicion inicial de que
L es un lenguaje regular. Evidentemente, no lo es.

Hay lemas de bombeo (no exactamente iguales al lema de los lenguajes
regulares, pero similar en espiritu) para otros tipos de lenguajes abstractos,
incluyendo los lenguajes libres de contexto.
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Capitulo 4

Gramaticas (Generativas
Sistemas Lindenmeyer

El crecimiento de ciertos tipos de plantas puede ser modelado, hasta cier-
to punto, por un esquema formal conocido como los sistemas Lindenmeyer.
Tales sistemas, desarrollados inicialmente por el bidlogo y matemaético Aris-
tid Lindenmeyer en 1968, son realmente una clase especial de gramatica
generativa. En este contexto general, las palabras de un lenguaje formal se
producen por un proceso de reemplazo paso a paso. Comenzando por un
solo simbolo, a cada paso uno o mas simbolos de la palabra actual se reem-
plazan por ciertas palabras dadas en un lista de “producciones”. Cuando la
palabra ha cesado de “crecer”, se le considera como un miembro del lenguaje
generado por la gramatica.

Una ilustraciéon simple y grafica de este proceso se ejemplifica por el
crecimiento de la alga roja (figura 4.1), provisto por Lindenmeyer.

En este ejemplo, muchos de los pasos intermedios se han omitido. De
hecho, comenzando por el “brote” inicial que consiste en una sola célula, el
modelo de alga tiene que pasar por seis divisiones antes de que alcance el
primer estado de la figura. Tales divisiones se muestran enh la figura 4.2.

Mas adelante se retoman los sistemas Lindenmeyer y este ejemplo en
particular, pero antes es necesario discutir algunas propiedades notables de
las gramaticas generativas.
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Figura 4.1: Crecimiento de la alga roja

(Ca)—=(Cb[e)—=(Cblb[d)— (Cbl[b[end )— (b[b[f e d)j

B ey
(blb] g end )—= (b]b[h “g e d )

Figura 4.2: Los primeros seis pasos de crecimiento
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Una gramadtica generativa G consiste de una cuddrupla (N,T,n, P),
donde:

n N es el alfabeto de los simbolos no-terminales
s T es el alfabeto de los simbolos terminales
= n es el simbolo inicial, n € N

m P es el conjunto de producciones

Los alfabetos IV y T son disjuntos, y normalmente se refiere a su unién
como el conjunto A. La gramética G genera palabras por medio de las pro-
ducciones en P. Cada produccién es un par ordenado (X,Y), donde X y Y
son palabras sobre el alfabeto A; formalmente, se escribe X, Y € A*. Mas
aun, la palabra X debe contener al menos un simbolo no-terminal. La pro-
duccién (X,Y) se escribe normalmente en la forma X — Y, con la intencién
de reemplazar la ocurrencia de la palabra X (en una palabra mas larga) por
Y. Una palabra W “genera” otra palabra W'

W =W

si W tiene la forma W1 XWs, W’ tiene la forma W1 X'Ws, v X — X' es
una produccién en P. Una secuencia de tales generaciones, que se denota
W*=W"' se llama secuencia de derivacidn, siendo la iltima palabra “deriva-
da” de la primera. El conjunto de todas las palabras obtenibles de esta forma
a partir de un simbolo inicial se le llama lenguaje generado por G. En forma
de notacién:

LG)={W :WeT"n" =W}

Por ejemplo, el conjunto de todos los palindromes sobre el alfabeto {0, 1}
se produciria por la siguiente gramética:

N ={n}, T ={0,1},n,P ={n — 0n0,n — Inl,n — 0,n — 1,n — A}

La ilustracion mas simple de este hecho es un arbol de derivacién que
muestra todas las posibles palabras de una longitud dada que resultan de la
gramatica (figura 4.3). Por lo tanto, hay dos palindromes de longitud 1, dos
de longitud 2, cuatro de longitud 3, etc. Notese cémo cada nueva palabra
se obtiene mediante reemplazar el simbolo no-terminal n por una de las
cinco palabras en el conjunto de produccién. Recuérdese que en general se
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reemplaza una sub-palabra de una palabra dada, y que este ejemplo es un

caso muy especial de esa regla.
/ n\
A

ono0 Inl 0 1

00n00 10n01 000010 00 01nl10 11n11 101 111 1

7NN

Figura 4.3: Arbol de derivacion de palindromes

En el capitulo 2 se menciona que existen cuatro tipos de autématas: el
autéomata finito, el autémata de pila, el autémata lineal, y la maquina de
Turing. También se menciona que hay cuatro tipos de lenguajes asociados
con cada uno de estos autéomatas, y que algunos de estos lenguajes tienen
descripciones simples en términos tedricos puramente lingiiisticos. En este
punto, se puede considerar que también hay definiciones simples para cua-
tro clases diferentes de gramaticas generativas, cada una mas general que la
anterior, y que generan precisamente los lenguajes que se aceptan respecti-
vamente por los autématas descritos previamente.

Sea (G una gramatica en la cual cada produccion tiene la forma x — yX
6x — X, donde z,y € N y X € T* Tal gramatica resulta generar un
lenguaje regular, lo que se prueba a continuacién. Mientras tanto, nétese que
las producciones usadas para crear palindromes son de un tipo méas general
que aquéllas empleadas para la clase de gramatica definida anteriormente.
Al mismo tiempo, ningiin autémata finito puede aceptar palindromes (véase
el caitulo 3).

Sea (G una gramatica en la que todas sus producciones presentan la forma
x— X,donde x € Ny X € A*. Ya que X es una palabra sobre el alfabeto
A (la unién de los conjuntos de simbolos terminales y no-terminales), esta
clase de produccién incluye la produccién anteriormente descrita como un
caso especial. También incluye una gramética generadora de palindromes
como caso especial.
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Si ahora se expande el conjunto de los tipos de producciones permitidas
aln mas para incluir aquéllas de la forma XyZ — XY Z,donde X, Y, Z € A*
y y € N, se obtiene un tipo todavia méas general de gramatica G. El tinico
requerimiento adicional de esta gramatica es que la palabra Y, que reemplaza
a gy, no sea vacia a menos que la produccién tenga la forma y — A, y que y
no sea la palabra del lado derecho en ninguna produccién de G.

Notese que en esta ultima definicién la produccién esencial es y — Y,
pero que este reemplazo tiene lugar dentro de un cierto contexto , llamado
X...Y. Es por esta razén que G es llamada gramdtica sensible al contezto.
Naturalmente, el segundo tipo de gramaética definido en el parrafo anterior,
al no tener un contexto, se conoce como gramdtica libre de contexto.

Los lenguajes generados por esta gramaticas son los que se han denomi-
nado anteriormente como libres de contexto y sensibles al contexto (véase el
capitulo 2). Tales lenguajes son aceptados por autématas de pila y autématas
lineales, respectivamente.

La cuarta y dltima gramética a ser considerada ya ha sido definida. Es
la gramatica generativa en su forma mas general con ninguna restriccién
sobre el tipo de produccién permitida (excepto aquéllas impuestas por la
propia definicién). Ya que no hay restricciones, tal gramatica puede ser (y
de hecho, es) llamada gramdtica tipo 0. De la misma forma, las gramaticas
sensibles al contexto, libres de contexto y regulares también se les conoce
como tipo 1, tipo 2 y tipo 3, respectivamente. De nuevo, las gramaticas
tipo 0 también corresponde a un autémata especifico, pero solo del tipo mas
general; los lenguajes generados por gramaticas tipo 0 son aquéllos aceptados
por maquinas de Turing.

En seguida se presenta una demostracién de la equivalencia gramética/len-
guaje en el caso mas simple, en el cual gramaticas tipo 3 generan lenguajes
regulares, que se aceptan por autématas finitos.

De acuerdo con un problema expuesto en el capitulo 3, si un lenguaje
L es regular, también lo es su reverso, es decir, el lenguaje que se obtiene
de invertir todas las palabras de L. Este hecho es conveniente durante la
demostracién de que para todo lenguaje de tipo 3 (un lenguaje generado
por una gramética de tipo 3), hay un autémata finito deterministico que lo
acepta.

Primero, sea M un autémata finito deterministico que acepta entradas
binarias. Para mostrar que el lenguaje L aceptado por M es tipo 3, se
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construye una gramética G s como sigue: Sea N = {qo, q1, ..., ¢ } €l conjunto
de estados de M, donde ¢ es el estado inicial. Sea el conjunto "= {0, 1}, y

por cada transicion
t
—_—

se escribe ¢; — tq;, donde ¢ es el stmbolo de entrada, y ¢;, ¢; son estados
de M. Se define a P como el conjunto de todas las producciones que se
obtienen de esta manera. Si se anade la transicion g — A por cada estado
final ¢, y se hace gy el simbolo inicial no-terminal, entonces la gramaética
G genera el reverso de L.

Por ejemplo, si la palabra 110 se acepta por M, entonces se puede ilustrar
una serie de transiciones como las que se muestran en la figura 4.4. Las
cuatro producciones en la figura 4.4 dan lugar a la secuencia de derivacién
qo = @11 = q211 = ¢3011 = 011. Esto es el reverso de 110.

q,— q?_l

(final)
°

Figura 4.4: Convirtiendo transiciones en producciones

En general, si la palabra que acepta M se escribe como ajas...a, y si
los estados de M a partir de gy y hasta el estado finales se denota como
q1, 92, ---qn (este tultimo, el estado final), entonces claramente se cumple que
qo =" an...asa1 por extensién de la discusién anterior.

Si, sin embargo, se comienza con un lenguaje L tipo 3, entonces es re-
lativamente facil construir un autémata Mj que acepte el reverso de L.
Para probar esto, es conveniente permitir que My sea un autémata no-
deterministico, que es equivalente para los propdsitos actuales a un autémata
deterministico.
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Dada una gramatica G que genera a L, para cada producciéon x — yX
6 r — X se establecen transiciones en un autémata correspondiente M,
cuyos estados incluyen los simbolos no-terminales de G. Estados adicionales
se incluyen de acuerdo a lo siguiente: para acomodar una produccién de la
forma x — yX no sélo se utiliza x y y como estados ¢, y g, respectivamente,
sino que también se anaden estados que permiten “procesar” (por asi de-
cirlo) a la palabra X. Supéngase que X = zjxs...x,. Entonces, se aiaden
n — 1 estados intermedios entre g, y ¢, en la forma expuesta en la figura 4.5.
Las transiciones que no son simbolos de los que X se compone se dirigen a
un mismo estado “terminal”. Similarmente, se codifica una produccion de la
forma r — X mediante una cadena de estados, el iltimo de los cuales se de-
fine como un estado final para Mj,. La razén por la cual se requiere que M,
sea no-deterministico es que dado un estado como ¢, en la figura puede bien
tener varias transiciones a partir de él que se disparan por el simbolo de en-
trada x,. En cualquier caso, la construccién muestra claramente porqué M,
acepta palabras de L, y sélo esas palabras.

0\ 0\ @ ®

Figura 4.5: Convirtiendo producciones a transiciones

Probar que lenguajes de tipo 2, 1 y 0 son aquéllos aceptados por autéomatas
de pila, autématas lineales y maquinas de Turing, respectivamente, es tan
solo un poco mas dificil que la prueba anterior.

Las gramaéticas generativas se usan en la teoria y préactica de compi-
ladores. Las palabras de un lenguaje de programacién, conjuntamente con
los simbolos para definir variables, arreglos y otras entidades del programa,
son en si simbolos en el lenguaje correspondiente. Esta descripcién de lengua-
je de programacién no es en la que se conoce normalmente. En este caso,
cada “palabra” en el lenguaje es en si misma un programa sintacticamente
correcto.
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Regresando a los sistemas Lindenmeyer con los que se inicia este capitulo,
es notorio que las producciones usadas para modelar la alga roja son:

a—ble e—f (—(
b—b f—g ) =)
c—bld g—ha) |—|
d—e/d h—h / =/

Las células y las paredes entre ellas se indican simbdlicamente por letras
minusculas, lineas verticales, lineas diagonales, y paréntesis. La linea ver-
tical representa una pared recta, las diagonales una pared inclinada, y los
paréntesis un nuevo brote. Este ejemplo tiene s6lo un defecto: la persona o
dispositivo que crea el diagrama del estado resultante de crecimiento debe
recordar alternar la direccién de las paredes inclinadas y considerar brotes
en los lados mas largos de las células h.
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Capitulo 5

Autématas Celulares
El Juego de la Vida

En la obscuridad de un cuarto de proyeccién, se observa en la pantalla
un patrén evolutivo gradual de pequenos cuadros. Dentro de este patron,
algunas poblaciones de cuadros parecen crecer mientras que otras parecen
dirigirse a la extincién. A esto se debe el término de vida dado por su autor,
John Conway, un matematico de la Universidad de Cambridge, a este juego
que ha intrigado a miles de personas. Tras ser descrito por primera vez en la
revista Scientific American de octubre de 1970 por Martin Gardner, el juego
rapidamente se establecié como un pasatiempo importante de estudiantes de
computacion que tenian acceso a una computadora grafica. Hasta algunos
miembros académicos fueron atraidos a los circulos mégicos que rodeaban
estas brillantes escenas, viendo tal vez un patrén similar al que se muestra
en la figura 5.1.

El Juego de la Vida es un ejemplo de un autémata celular. Formalmente,
debe pensarse en una malla cuadriculada infinita en la cual las células existen
en uno de dos estados: “viva” o “muerta”. Cada célula es un autémata simple
que por cada tiempo de un gran reloj debe decidir en qué estado permanecer
hasta el siguiente periodo de tiempo. Hace esta decisién en base no sélo del
estado presente, sino también del estado de sus ocho células vecinas: cuatro
adyacentes sobre sus lados y cuatro adyacentes en sus esquinas. En seguida,
se presentan las reglas en que se basa la decisién:

= Sila célula se encuentra viva en el tiempo t, permanecerd viva durante
el tiempo t 4+ 1 si no estd “sobrepoblada” o “desnutrida”. En otras
palabras, debe tener al menos dos vecinas vivas, y no més de tres.
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Figura 5.1: Seis generaciones de vida

= Si la célula estd muerta en el tiempo ¢, permanecerd muerta durante
t + 1 a menos que tenga tres “progenitores”. Esto es, la célula debe
tener tres células vecinas vivas para volver a nacer.

Aun cuando esta reglas parecen arbitrarias, en relidad no fue facil para
Conway descrubrirlas y proponerlas de tal modo que el comportamiento de
la poblacién de células vivas es tan dificil de predecir como fuera posible.
Durante su desarrollo, Conway experimenté con docenas de reglas diferentes,
descartando varios conjuntos de reglas tras experimentar con ellas. De entre
las notas que envié a Gardner para el articulo de 1970, se incluia la predic-
cién de que ninguna poblaciéon podria crecer sin limite: tarde o temprano
toda poblacién deberia extinguirse (es decir, todas las células permanecer
eternamente muertas) o caer en un ciclo repetitivo y sin fin de patrones.

El Juego de la Vida puede jugarse manulamente en una malla cuadricu-
lada usando fichas. Es dificil, sin embargo, jugar con un solo color de fichas,
ya que al ir de una generacién a la otra se debe recordar cudles fichas estaban
presentes en la generacion anterior. Por esta razén, resulta mejor utilizar dos
colores, uno para las células ya vivas (blanco, por ejemplo), y el otro para
las células que acaban de nacer (gris, por ejemplo). Dada una generacién ¢
de fichas blancas, primero se colocan fichas grises en donde quiera que una
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nueva célula nace. Después, se remueven todas las fichas blancas que repre-
sentan a las células que mueren. Finalmente, se reemplazan las fichas grises
por blancas.

Ciertamente, si se juega en una computadora, se pueden hacer muchas
mas cosas. Programar el Juego de la Vida es razonablemente sencillo. En
ocasiones, conviene imprimir las generaciones sucesivas, especialmente para
examinar generaciones pasadas con propdsitos de andlisis detallado. Fue
usando una computadora que Conway y muchos otros pudieron encontrar
nuevos e interesantes patrones. Un patrén inicial de células vivas puede in-
troducirse a la computadora y aparecer en pantalla, y presionando una tecla,
hacer que aparezcan generaciones sucesivas del patrén.

La figura 5.2 muestra (a) la evolucién de una linea de siete células vivas
de una “colmena” consistente de cuatro “abejas” (donde 13 generaciones
intermedias no se muestran), y (b) una configuracién de cinco células llamada
“deslizador” ( “glider”). El deslizador se repite a si mismo cada cuatro ciclos,
pero en una nueva posicion.

Con tanta gente jugando el Juego de la Vida, no tomé mucho tiempo en
que alguien descubriera un contraejemplo de la conjetura de Conway de que
ninguna poblacién pudiera crecer sin limite. Un grupo de seis estudiantes
del Massachusetts Institute of Technology (MIT) descubrieron una confi-
guracion, la cual nombraron “pistola deslizadora” ( “glider gun”), que emite
un deslizador cada 30 generaciones. Un patrén que crece dentro de la pisto-
la deslizadora después de 39 movimientos se muestra en la figura 5.3. Con
deslizadores saliendo de la pistola cada 30 movimientos, el nimero total de
células vivas obviamente crece sin limite. El mismo grupo de estudiantes lo-
gré arreglar 13 deslizadores que “chocaban” entre si para formar una pistola
deslizadora.
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Figura 5.2: Evolucién de (a) una “colmena” y (b) movimiento de un
deslizador
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Figura 5.3: Una pistola deslizadora

El siguiente algoritmo calcula generaciones sucesivas del Juego de la Vida
en una matriz L. Un “1” en la i,j-ésima entrada representa una célula viva,
mientras que un “0” representa una célula muerta.

procedure Life

1. for i« 1 to 100
for j «— 1 to 100

a) s<—0

b) for p—i—1toi+ 1 (calcula el efecto de los vecinos)
forg—j—1toj+1
s« s+ L(p,q)

c) s« s—L(i7)

d) if (L(i,j) = O0As = 3)V(L(i,j) =1 \(s =3V s = 4))
then X (i,7) =1 (almacena vida o muerte en un arreglo X)
else X(i,j) =0

2. for i+ 1 to 100
for j — 1 to 100

a) L(i,j) < X(i,7) (refresca L)

b) display L(i,j) (despliega L)
Al escribir un programa basado en este algoritmo, la sintaxis particular
del lenguaje utilizado debe, por supuesto, substituir las flechas (que sim-

bolizan asignaciones) e indentaciones (que indican enunciados for e if, por
ejemplo).
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Este algoritmo es relativamente sencillo. Los primeros dos ciclos for cal-
culan nuevos valores para la i,j-ésima posicién de L, mediante revisar el
vecindario de (4, j). La variable s contiene la suma de estos valores (restando
el valor de L(i,7)). El enunciado 1.d representa el criterio de vida o muerte
mencionado anteriormente. El arreglo auxiliar X se utiliza para almacenar
el nuevo valor de L(3, j). Este valor no puede ser todavia reemplazado en L,
ya que el valor original de L(i,j) debe participar en otros cuatro calculos
de valores en L. S6lo hasta el paso 2.a los nuevos valores de L(i,j) (que se
encuentran en X ) se actualizan. Al mismo tiempo, por asi decirlo, los nuevos
valores se despliegan en pantalla, mediante la linea 2.b.

Este algoritmo calcula tan solo una generacién del Juego de la Vida.
Debe ser introducido en otro ciclo exterior, que el programador puede crear
y controlar a voluntad para calcular nuevas generaciones o terminar el pro-
grama.

Las configuraciones de células vivas que alcanzan el borde de la matriz
de 100 x 100 mueren autométicamente. Esto podria prevenirse mediante el
uso de “matrices circulares”, que consideran aritmética de médulo para no
salir de un conjunto de valores, haciendo por ejemplo, que el valor L(100,1)
se encuentre adyacente a L(1,1). En tal caso, sin embargo, el célculo de s en
el ciclo 1.b debe modificarse para reflejar estas nuevas reglas de adyacencia
entre células.

Cualquier programa basado en este algoritmo debe incluir las declara-
ciones e inicializaciones pertinentes y apropiados.

Los autématas celulares han sido un area académica que ha fascinado
a investigadores en computacién y matematicos desde el mismo John von
Neumann. El objetivo de von Neumann al construir la primera computadora
digital era construir una “maquina” auto-reproductiva. Al ser persuadido de
que los espacios celulares eran un escenario ideal para sus experimentos, von
Neumann logré desarrollar autématas celulares en los que las células tenian
cada una 29 estados. Ademads, conjeturd la existencia de una configuracién
de alrededor de 200,000 células que seria auto-reproductiva. Esto significa
que cuando el autémata celular se colocaba en tal configuracién, después
de un periodo definido, daba como resultado dos configuraciones iguales a
la original, una junto a la otra. A partir de los trabajos de von Neumann
en automatas celulares se han encontrado otros autématas celulares auto-
reproductivos, pero mucho mas sencillos.
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En términos formales, un autémata celular consiste de tres cosas:

1. Un autémata del cual una copia se asocia a cada célula en una malla
infinita y n-dimensional.

2. Una funcion de vecindario que especifica cudles de las células adya-
centes a una célula determinada pueden afectarla.

3. Una funcion de transicion que especifica para cada combinaciéon de

estados en las células vecinas cudl es el siguiente estado de la célula
dada.

Ademads de construir autématas auto-reproductivos, los investigadores en
el area han desarrollado autéomatas celulares que pueden realizar célculos.
Esto se hace comiinmente mediante incluir el equivalente a una maquina de
Turing en un espacio celular: los patrones de movimiento de estados repre-
sentan las acciones de la cabeza de lectura/escritura, y revisar los patrones
de estados representa revisar la cinta. Existe, al menos en forma tedrica,
automatas celular universales que pueden realizar célculos, y algunos inclu-
so son auto-reproductivos. De hecho, se puede comprobar que el Juego de
la Vida mismo tiene esta propiedad.
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