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Resumen

En este documento, hacemos una revisión de los funcionales discretos
de área para la generación de mallas que hemos estudiado en los últimos
años. Mencionamos las propiedades primeras que dieron origen a cada
uno de ellos. De igual manera describimos la teoŕıa moderna que sustenta
a los nuevos funcionales de área, y planteamos un nuevo funcional que
implementado adecuadamente, pordŕıa ser muy eficiente. Se presentan
resultados numéricos y se describen las implantaciones dentro del sistema
computacional Unamalla.

1. Introducción

El problema de la generación de mallas puede introducirse a partir de
la necesidad existente de resolver numéricamente ecuaciones diferenciales
parciales por aproximaciones en diferencias finitas. De esta manera, la
aproximación se obtiene, al resolver la ecuación algebraica asociada a la
discretización y sobre puntos espećıficos de la región de trabajo. Luego son
estos puntos tanto en el interior como en la frontera, los que deben ser
localizados; estos son los llamados puntos de la malla y el procedimiento
para generarlos se conoce como generación de mallas.

La generación de mallas para la solución numérica de ecuaciones di-
ferenciales parciales no es la única aplicación, pero explica en forma es-
quemática el propósito que perseguimos. De manera general la generación
de mallas es una herramienta que nos permite discretizar la región median-
te regiones más simples y sobre de estas poder entonces medir en forma
aproximada un fenómeno a observar, por ejemplo, el flujo de las corrientes
sobre un lago. Otro ejemplo lo encontramos en la necesitad de represen-
tar una estructura metálica, digamos un brazo de palanca, para medir su
resistencia al medio y su interacción con una maquinaria espećıfica.
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2. Descripción del problema continuo

El problema de la generación de mallas planas puede ser planteado de
la siguiente forma. Sobre de una región Ω plana acotada y simplemente
conexa, consideremos una transformación continua del cuadrado unitario
en la región Ω

x : B2 −→ Ω, (1)

una malla sobre Ω es una transformación continua x(ξ, η) = (x(ξ, η), y(ξ, η))

x : B2 −→ Ω (2)

donde B2 es el cuadrado unitario [0,1] × [0, 1].
Si sobre del cuadrado unitario generamos una ret́ıcula de tal manera

que una los lados opuestos dos a dos; al mapear estas ĺıneas bajo el mapeo
x obtendremos una malla sobre la región, ver Figura 1.

x

yη

ξ

ξ ηx = x(  ,  )

10

1

Figura 1: Una malla sobre Ω.

De manera particular, estamos interesados en aquellos mapeos x que
conformen la frontera de Ω,

x(∂B2) = ∂Ω (3)

esto es, que la frontera de B2 sea mapeada a la frontera de Ω. Bajo esta
idea, el problema de la generación de mallas puede plantearse como:

dada una transformación biyectiva y continua entre la fron-
tera de B2 y de Ω, extenderla a una transformación continua
entre B2 y Ω

en otras palabras, extender un mapeo continuo y biyectivo entre fronteras

x : ∂B2 −→ ∂Ω (4)

a un mapeo continuo entre regiones

x : B2 −→ Ω. (5)
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Sin embargo, no cualquier mapeo es adecuado. Para generar una ma-
lla razonablemente útil sobre Ω, debe considerarse que las ĺıneas no se
entrelacen y que los lados del cuadrado sean mapeados a ĺıneas sobre la
frontera. La caracteŕıstica de que el mapeo sea continuo garantiza que el
orden de los lados del cuadrado bajo el mapeo sea conservado.

Contar con un mapeo continuo entre fronteras nos lleva a considerar la
frontera de la región en cuatro segmentos, segmentos curviĺıneos a decir
verdad o sub-fronteras, conservando el orden impuesto por el cuadrado
unitario. Estamos interesados en que el mapeo sea biyectivo, por consi-
guiente, hemos de observar que el mapeo cuente con jacobiano positivo,
J = xξyη − xηyξ > 0.

3. Generación de mallas como un proble-

ma variacional

Bajo la idea de imponer condiciones al homeomorfismo deseado pode-
mos considerar al problema de la generación de mallas como un problema
variacional continuo: encontrar un mapeo de entre aquellos de frontera
conforme; es decir, que cubra la frontera, que sea no doblado y con algu-
nas caracteŕısticas geométricas a observar.

Tı́picamente los funcionales considerados en un problema variacional
para la generación de mallas que involucran medidas de suavidad y de
tensión de los segmentos curviĺıneos, aśı como el comportamiento del ja-
cobiano, tienen la forma:

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

L(xξ, xη, yξ, yη) dξdη (6)

donde L, al que llamaremos Lagrangiano, mide caracteŕısticas geométricas
de los segmentos curviĺıneos y es nuestro objetivo estudiar aquellos que
describan un mapeo acorde a nuestros propósitos.

Aśı, considerando un Lagrangiano continuo con las caracteŕısticas a
observar sobre la malla, el problema de la generación de mallas puede
plantearse como hallar el mapeo entre B2 y Ω de entre todos aquellos
donde la fontera de B2 es mapeada a ∂Ω y que minimice a I(x), lo que
escribimos como

x∗ = arg mı́n
x(∂B2)=∂Ω

I(x). (7)

Por el momento sólo estamos interesados en considerar propiedades
que hacen que L sea continuamente diferenciable sobre Ω. Bajo esta obser-
vación, y siguiendo la teoŕıa básica del cálculo de variaciones [23] tenemos
que la solución a (7) debe satisfacer

d

dξ

(
∂L

∂xξ

)
+

d

dη

(
∂L

∂xη

)
= 0 (8)

d

dξ

(
∂L

∂yξ

)
+

d

dη

(
∂L

∂yη

)
= 0 (9)
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Estas son las condiciones de Euler–Lagrange. La solución de (7) está ligada
a cómo resolver el sistema (8)–(9) con condiciones a la frontera

x(∂B2) = ∂Ω.

3.1. Una interpretación de los funcionales clásicos

Como hemos señalado, estamos interesados en medir ciertas propiedades
geométricas en las mallas. Por ejemplo, si nuestro interés es generar mallas
cuyos segmentos curviĺıneos sean suaves una manera de lograrlo es medir
la razón de cambio de los segmentos sobre la región [55], una represen-
tación de tal medida es

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(x2
ξ + x2

η + y2
ξ + y2

η) dξdη (10)

este es el funcional de Longitud y mide la tensión de los segmentos curvi-
ĺıneos en las direcciones ξ − η.

Como se observa en este funcional, la medida involucrada actúa tanto
en la ĺınea ξ como en la η, luego si la región de estudio es muy irregular,
necesitaremos tenzar unas ĺıneas más que otras [3] usando para esto un
peso 0 ≤ ω ≤ 1 entre cada medida y de la forma

I(x) = ω

∫ 1

0

∫ 1

0

(x2
ξ + y2

ξ ) dξdη + (1 − ω)

∫ 1

0

∫ 1

0

(x2
η + y2

η) dξdη (11)

Ahora bien, siendo el Jacobiano de la transformación x una medida
del área local, estamos interesados en su comportamiento a lo largo de la
región de tal forma que al considerar la funcional

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

J(ξ, η)2 dξdη (12)

deseamos encontrar un mapeo que transforme la ret́ıcula uniforme en B2

en una malla de área uniforme en Ω.
Sin embargo, no siempre es posible obtenerlo, ya que las ecuaciones

de Euler–Lagrange son no lineales y no eĺıpticas [20]; y si añadimos la
irregularidad de una región, pudiera no existir su solución. Por otra parte,
numéricamente este tipo de sistemas son muy dif́ıciles y costosos de re-
solver.

Regresando a las propiedades que deseamos observar en la malla, pode-
mos combinar los dos últimos funcionales de manera que el comportamien-
to de la tensión de las ĺıneas y entonces su suavidad, se encuentren en co-
rrespondencia al área local de la región de tal manera que donde el área sea
pequeña las ĺıneas no se tencen tanto y donde el área sea grande śı ocurra
esto. Bajo esta caracteŕıstica, un funcional que mide esta propiedad es

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

x2
ξ + x2

η + y2
ξ + y2

η

J(ξ, η)
dξdη. (13)

Acorde a su propiedad, las ĺıneas de mallas resultantes por este funcional
se aproximan a fronteras cóncavas y se alejan de las convexas [32]. Este
es el funcional de Suavidad o de Winslow.
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Otra medida muy importante es el ángulo que forman los segmentos
curviĺıneos que se intersectan. Por ejemplo, si la malla deseada sobre la
región es aplicada a la solución numérica de ecuaciones diferenciales, y los
segmentos de la malla son ortogonales, los términos ξη se anulan por lo que
el sistema a resolver es más sencillo. En el caso de que los segmentos estén
cercanos a la ortogonalidad, esos términos influyen poco en la solución. El
funcional de Ortogonalidad

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(xξyξ + xηyη)2 dξdη. (14)

cuenta con esta propiedad. Sin embargo, no siempre es posible obtener
una malla sobre cualquier región ya que sus ecuaciones de Euler–Lagrange
suelen ser no eĺıpticas lo que dificulta el proceso de obtención de una malla.

Hasta aqúı, la solución a (7) de estos funcionales no siempre existe y de
existir podŕıan no generar mallas convexas. Sin embargo, la necesidad de
observar las propiedades de convexidad y suavidad de las ĺıneas nos invita
a experimentar con combinaciones de los funcionales ponderados, depen-
diendo del comportamiento global o incluso local, que deseamos cuente la
malla.

Un ejemplo lo encontramos al considerar el Lagrangiano de área en
suma ponderada con el de longitud, digamos en la forma

L(x) = σJ(ξ, η)2 + (1 − σ)[x2
ξ + x2

η + y2
ξ + y2

η] (15)

donde σ es un escalar entre 0,0 y 1,0, que se elige dependiendo de si
deseamos observar mayor área de las celdas o bien, tenzar más las ĺıneas.

La importancia de esta combinación radica en que si σ no es cero, las
ecuaciones de Euler–Lagrange asociadas a (7) son acopladas y eĺıpticas, la
solución existe y es fácil de encontrar. Sin embargo, la misma combinación
no garantiza mallas convexas ni pidiendo uniformidad en celdas; esto es,
eligiendo σ cercana a 1,0.

Otra combinación atractiva viene al considerar el Lagrangiano de área
y el de ortogonalidad, en combinación

L(x) = J(ξ, η)2 + (xξxη + yξyη)2 (16)

expandiendo a J y agrupando términos tenemos que

L(x) = (x2
ξ + x2

η)(y2
ξ + y2

η) (17)

dando lugar a un funcional muy sencillo de evaluar y que en la práctica
produce mallas con celdas uniformes, o cerca de lograrlo y de ĺıneas cer-
canas a la ortogonalidad. Las ecuaciones de Euler–Lagrange para este fun-
cional son eĺıpticas. Por esta última propiedad tenemos que las mallas ge-
neradas tienen ĺıneas suaves, es decir, este funcional es muy útil a nuestro
propósito. Sin embargo, por la influencia de la ortogonalidad, las mallas
aśı obtenidas pueden resultar dobladas y entonces no convexas, esto puede
ocurrir en muchas regiones, pero con una adecuada reparametrización de
la frontera o bién con frontera suave, en ocasiones podemos hallar una
malla con estas tres caracteŕısticas [31].
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4. Funcional de Área continuo clásico

El funcional de Área continuo clásico se ha planteado como una medida
del área de las celdas sobre las coordenadas del mapeo directo en Ω para
uniformizar el tamaño de las celdas, siempre que ésto pueda lograrse.

Una de las propiedades geométricas que deseamos medir en una malla
es la uniformidad del área de las celdas para de esta forma controlar su
tamaño y no se presenten cambios inesperados entre celda y celda acorde
a la medición a realizar sobre la región. Por una parte, el jacobiano del
mapeo directo x mide localmente el área sobre la región de estudio Ω; por
otra, la relación que guardan las coordenadas f́ısicas y lógicas viene dada
por

dxdy = J dξdη (18)

de ésta manera, el área de la región Ω viene dado por

A(Ω) =

∫ ∫

Ω

dxdx =

∫ 1

0

∫ 1

0

J dξdη. (19)

Esta relación es válida para todo mapeo directo x entre B2 y Ω que con-
forme la frontera, aún para aquellos mapeos cuyos segmentos curviĺıneos
se entrelacen.

Brackbill y Saltzman [12] propusieron en 1982 minimizar el jacobiano
de la transformación controlando la variación de J a lo largo de Ω por
medio de una función de peso w = w(ξ, η). Para lograrlo sugirieron mini-
mizar el funcional

I(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

w(ξ, η)J(ξ, η) dξdη (20)

al que llamaron funcional de Área ponderada. La función de peso w
adecúa la malla dándole más peso a aquellas subregiones de Ω donde se
desea observar con mayor precisión la propiedad del área. Esta función de
peso es muy socorrida si de antemano sabemos cuál es ese comportamiento
a lograr a lo largo de Ω, lo cual no siempre es posible.

Nuestro interés es construir mallas convexas sobre regiones muy irregu-
lares de manera automática, por lo que contar con una función de peso de
acuerdo a una región involucra un enorme esfuerzo en cómputo y tiempo.

Steinberg y Roache [43], propusieron que la función de peso w fuese
precisamente el jacobiano de la transformación, con lo cual el problema
variacional que atacaron fue

Ia(x) =
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

J2(ξ, η) dξdη

=
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

(xξyη − xηyξ)
2 dξdη (21)

A diferencia de Brackbill y Saltzman, Steinberg y Roache formularon éste
funcional de manera independiente y se basaron en un enfoque geométrico
a observar en las mallas: la uniformidad de las celdas. Analicemos las
ecuaciones de Euler–Lagrange para el funcional de Área.
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Las ecuaciones de Euler–Lagrange para el funcional Ia son

d

dξ

(
∂J2

∂xξ

)
+

d

dη

(
∂J2

∂xη

)
= 0

d

dξ

(
∂J2

∂yξ

)
+

d

dη

(
∂J2

∂yη

)
= 0

por una parte tenemos

∂J2

∂xξ
= 2Jyη

∂J2

∂xη
= −2Jyξ

∂J2

∂yξ
= −2Jxη

∂J2

∂yη
= 2Jxξ

desarrollando cada expresión

d

dξ

∂J2

∂xξ
=

d(2Jyη)

dξ

= 2Jyξη + 2yη
dJ

dξ

d

dη

∂J2

∂xη
=

d(−2Jyξ)

dη

= −2Jyξη − 2yξ
dJ

dη

d

dξ

∂J2

∂yξ
=

d(−2Jxη)

dξ

= −2Jxξη − 2xη
dJ

dξ

d

dη

∂J2

∂yη
=

d(2Jxξ)

dξ

= 2Jxξη + 2xξ
dJ

dη

con esto, las ecuaciones de Euler–Lagrange para el funcional de Área se
escriben como

2

(
yη

dJ

dξ
− yξ

dJ

dη

)
= 0

2

(
−xη

dJ

dξ
+ xξ

dJ

dη

)
= 0

o bien, en forma matricial por

2

(
yξ yη

xξ xη

)(
0 1

−1 0

)( dJ
dξ
dJ
dη

)
=

(
0
0

)

el cual es un sistema cuasi-lineal y no eĺıptico. Sobre éste sistema no
se cuenta con prueba de existencia y de unicidad sobre una región Ω
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arbitraria. El hecho de que el sistema es no eĺıptico se ve reflejado en las
mallas al no ser éstas suaves.

Steinberg y Knupp [32] observaron que sobre un conjunto de regiones
de prueba (la Galeŕıa de Roache) no era posible obtener mallas con la ca-
racteŕıstica de que cuenten con área uniforme y sean convexas. Resolvieron
el sistema de Euler–Lagrange por medio del método iterativo SOR con un
stencil de nueve puntos y observaron que el proceso diverge en pocos
pasos presumiblemente porque en esas regiones no era posible encontrar
una malla uniforme en tamaño de celda. Sin embargo, el problema se debe
principalmente al orden de precisión de los esquemas involucrados.

5. Funcionales de Área continuos

El funcional de Área continuo puede ser generalizado de manera que
conservemos la propiedad del funcional de Área clásico: área uniforme [49].

Consideremos a L = L(x) una función escalar diferenciable dos veces y
J el jacobiano de la transformación, . Nuestro interés se centra en observar
las propiedades que pediremos a L de manera que la expresión

∫

B2

L(J)dξ dη (22)

represente una funcional con propiedades geométricas semejantes al fun-
cional de Área.

Consideremos las ecuaciones de Euler–Lagrange del problema varia-
cional asociado

d

dξ

(
∂L(J)

∂xξ

)
+

d

dη

(
∂L(J)

∂xη

)
= 0

d

dξ

(
∂L(J)

∂yξ

)
+

d

dη

(
∂L(J)

∂yη

)
= 0

Por claridad denotemos

L′ =
dL

dJ
, L′′ =

d2L

dJ

con esto, cada elemento de las ecuaciones las expresamos como

d

dξ

(
∂L

∂xξ

)
=

d

dξ

(
L′ ∂J

∂xξ

)

=
d

dξ
(yηL′)

= yξηL′ + yηL′′ dJ

dξ
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d

dη

(
∂L

∂xη

)
=

d

dη

(
L′ ∂J

∂xη

)

= − d

dη
(yξL

′)

= −yξηL′ − yξL
′′ dJ

dη

d

dξ

(
∂J

∂yξ

)
=

d

dξ

(
L′ ∂J

∂yξ

)

= − d

dξ
(xηL′)

= −xξηL′ − xηL′′ dJ

dξ

d

dη

(
∂L

∂yη

)
=

d

dη

(
L′ ∂J

∂yη

)

=
d

dη
(xξL

′)

= xξηL′ + xξL
′′ dJ

dη

con esto, las ecuaciones Euler–Lagrange de (23) son

d

dξ

(
∂L(J)

∂xξ

)
+

d

dη

(
∂L(J)

∂xη

)
=

= L′′(yη
dJ

dξ
− yξ

dJ

dη
) = 0

d

dξ

(
∂L(J)

∂yξ

)
+

d

dη

(
∂L(J)

∂yη

)
=

= L′′(xη
dJ

dξ
− xξ

dJ

dη
) = 0

y en forma matricial

L′′

(
yη

dJ
dξ

− yξ
dJ
dη

xη
dJ
dξ

− xξ
dJ
dη

)
=

(
0
0

)

las cuales son idénticas al funcional de área clásico excepto por el factor
L′′. De aqúı, se concluye que una solución para el funcional de área clásico
será solución para cualquier otro funcional continuo de área de la forma
(22). De igual manera, si G∗ es una malla solución de un funcional continuo
de área con la propiedad de que L′′ 6= 0 entonces G∗ será solución del
funcional de área clásico.

Haciendo un pequeño cambio en el orden de las ecuaciones últimas
podemos reescribirlas como
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L′′
(

xξ xη

yξ yη

)(
0 1
−1 0

)( dJ
dξ
dJ
dη

)
=

(
0
0

)
.

Si consideramos mapeos no singulares, es decir con

J = det

(
xξ xη

yξ yη

)
6= 0,

las ecuaciones de Euler–Lagrange resultan

L′′

(
dJ
dξ
dJ
dη

)
=

(
0
0

)
.

Ahora bien, si para estos mapeos nuestra función L es de tal forma que
L′′ 6= 0, el jacobiano J de la transformación será constante en Ω; esto es,
la malla aśı generada por el funcional continuo será uniforme en Ω.

Cabe señalar que la forma de la función L es muy importante para
lograr la propiedad de área uniforme ya que mide el cambio en el jacobiano
J a lo largo de Ω.

Algunos ejemplos de funcionales de Área del tipo señalado arriba, son

1. L(J) = (J − ᾱ)4

2. L(J) = J−1

3. L(J) = 1
J−ω

, con ω ∈ IR adecuado.

4. L(J) = 1
J+ω

, con ω ∈ IR adecuado.

En el primer ejemplo, ᾱ representa al valor promedio de α de un triángulo.
En el ejemplo 2, el funcional tiene sentido sobre mapeos no singulares,
J 6= 0. En el ejemplo 3 el valor de ω debe ser tal que J > ω sobre
las mallas del conjunto que puede ser descrito con esta propiedad. De
igual forma usar el Lagrangiano en el ejemplo 4 nos obliga a contemplar
mallas tales que J > −ω, siempre que ésto pueda ocurrir. En la siguiente
sección abordaremos las funciones construidas por la discretización de
estos funcionales y veremos para qué valores de ω es posible definirlos.

Describamos ahora, el problema de la construcción de mallas planas.

6. Descripción del problema discreto

El problema discreto de la generación de mallas puede plantearse como
una representación de la región Ω a través de una colección de partes más
simples, por ejemplo los cuadriláteros, de cuya unión resulta la región.
Consideremos la siguiente definición

Definición 1 Una malla para Ω es una colección de elementos ci simples
llamados celdas de la malla, con las propiedades siguientes

1.
⋃

ci = Ω

2. Int(ci) ∩ Int(cj) = ∅; con i 6= j

3. Int(ci) ∩ ∂Ω = ∅
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Las celdas ci pueden ser triángulos o cuadriláteros. Estamos interesados
en trabajar con celdas formadas por cuadriláteros. Una observación im-
portante es que estas mallas no se solapen.

La discretización de la región de estudio juega un papel importante
cuando se desea resolver numéricamente un problema continuo sobre de
ella, como lo es la solución numérica de alguna ecuación diferencial parcial.
La discretización es un paso del trabajo a desarrollar sobre un proble-
ma espećıfico y es esencial cuando se desea evitar errores innecesarios de
aproximación, llevar a cabo una adecuada discretización de las ecuaciones
diferenciales.

En muchas aplicaciones la región de trabajo Ω es solución de un proble-
ma diferencial o algebraico; en otros es posible contar con la descripción
de la región en forma continua a través de una parametrización de las
componentes o bien, del contorno mismo. En muchas más, sólo se dispone
de puntos sobre el contorno obtenidos previamente de alguna forma.

Consideremos que el contorno de la región Ω está formado por un
conjunto finito de puntos en el plano, con esto, el dominio a tratar es una
región poligonal. Si (xi, yi), para i = 1, . . . , n es una colección de puntos en
el plano, bajo una orientación, estamos interesados en estudiar la región
poligonal que describe esos puntos

γ = ∂Ω = poĺıgono((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), (x1, y1)). (23)

La orientación del contorno es muy importante ya que nos describirá por
una parte la forma de la región y por otra tendremos una referencia clara
cuando señalemos los puntos y las celdas de la malla. Los puntos del
poĺıgono bajo una orientación, la orientación positiva (el sentido contrario
a las manecillas del reloj) será nuestra referencia de Ω en adelante; en cuyo
caso, Ω es una región poligonal formada por los segmentos generados por
la unión orientada de los puntos en la frontera. Dos regiones poligonales
se muestran en la Figura 2.

La idea de la discretización que usaremos, se sigue del planteamiento
continuo (7), lograr un mapeo entre el cuadrado unitario y ésta poligonal.
Para lograr un mapeo con esta condición es indispensable fijar los pun-
tos sobre la fontera de Ω a dónde irán a ser mapeadas las esquinas del
cuadrado unitario.

Una vez asignados los puntos, el siguiente paso es obtener una para-
metrización de los segmentos del contorno y de acuerdo a la dimensión de
la malla m×n fijar los puntos sobre cada una de los cuatro segmentos de
frontera, Figura 4(b). Bajo una adecuada numeración de los nodos de la
malla, nuestro problema se aboca a encontrar los puntos hacia el interior
de Ω que nos conduzca a una malla, Figura 4(c).

Existen muchas formas de atacar este problema, por ejemplo, con
métodos algebraicos, diferenciales y variacionales continuos, por men-
cionar algunos, que nos permiten obtener los puntos interiores. La forma
en que nosotros lo haremos será mediante un esquema de optimización de
funcionales discretos que miden caracteŕısticas geométricas de las celdas.
Describamos esta idea.
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Figura 2: Ejemplo de regiones poligonales en el plano.

7. Generación variacional discreta

Nuestro interés es discretizar los funcionales continuos para obtener
mallas óptimas, como soluciones de un problema de optimización de gran
escala, en lugar de resolver un problema de cálculo de variaciones. A esto
se le conoce como generación variacional discreta de mallas.

En las siguientes definiciones, se precisará lo que entendemos por una
malla estructurada y por un funcional discreto.
Consideremos una región Ω del plano definida por una poligonal γ = ∂Ω
de vértices V = {v1, v2, · · · , vq}, cerrada, simple y orientada en sentido
positivo (Figura 5).

Definición 2 Sean m y n números naturales mayores que 2. Decimos
que el conjunto de puntos del plano

G = {Pi,j|i = 1, ...,m; j = 1, ...,n}

con lados
L1(G) = {Pi,1|i = 1, ...,m}
L2(G) = {Pm,j|j = 1, ...,n}
L3(G) = {Pi,n|i = 1, ...,m}
L4(G) = {P1,j|j = 1, ...,n}

es una malla estructurada, formada con cuadriláteros, admisible y discreta
de orden m × n para Ω, si se satisface que

V ⊆
4⋃

i=1

Li(G).

12
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Figura 3: Asignando puntos de las esquinas sobre la frontera de Ω.

Ω

∂Ω ∂Ω

Ω

∂Ω

Ω
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Figura 4: Construcción de una malla a partir de los puntos sobre la frontera.

Diremos que la malla G es convexa, si cada uno de los (m − 1)(n − 1)
cuadriláteros (o celdas) ci,j de vértices {Pi,j, Pi+1,j , Pi,j+1, Pi+1,j+1}, con
1 ≤ i < m y 1 ≤ j < n, es convexo.

Los conjuntos L1(G), L2(G), L3(G) y L4(G), a los cuales nos referimos
como los lados de la frontera de la malla o los lados de la malla, aparecen
en la definición para resaltar nuestro interés en que la frontera de la malla
sea la misma que la frontera de la región.

Definición 3 Un funcional discreto I sobre una malla G = {Pi,j} es una
función sobre las celdas de la malla

I(G) =
∑

i,j

f(ci,j) (24)

donde ci,j es la celda i, j de la malla y

f(ci,j) = f(Pi,j, Pi+1,j , Pi+1,j+1 , Pi,j+1)

es una función de sus vértices.

La función f = f(ci,j) mide alguna cantidad geométrica de interés so-
bre la celda ci,j. Por ejemplo, área, ortogonalidad, suavidad o longitud. El
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Figura 5: Ejemplo una región definida por una poligonal cerrada y simple.

problema de la generación de mallas con la propiedad f puede plantearse
a través de la minimización del funcional sobre toda la malla

mı́n
G∈M(G)

I(G)

habiendo fijado los puntos sobre la frontera, los nodos interiores son las
variables a determinar y la dimensión del problema es de 2(m− 2)(n− 2).
Este problema de optimización es de gran escala para m y n grande. Mallas
de dimensión grande son utilizadas en problemas reales de aplicación.

Algunos funcionales discretos pueden obtenerse a partir de los fun-
cionales continuos mediante una discretización adecuada de ellos, veáse
González [26]. Veamos una representación adecuada para los funcionales
discretos de área.

8. Funcional de Área discreto, t-Área

El funcional de Área lo podemos escribir como una suma del funcional
restringido a cada una de las celdas de B2

Ia(x) =
∑

i,j

∫

Bi,j

J2 dξdη

=
∑

i,j

∫

Bi,j

(xt
ξJ2xη)2 dξdη (25)

y para cada celda Bi,j el mapeo restringido a ella, aproximarlo por la
función bilineal r = r(ξ, η),

r ≈ x|∂Bi,j

es decir, con la forma más simple de mapear dos cuadriláteros, obteniendo
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Ia(x) ≈
∑∫

Bi,j

(rt
ξJ2rη)2 dξdη. (26)

Sea G una malla de m × n en B2 uniforme en ξ y η y por claridad
consideremos la celda ci,j como el cuadrilátero compuesto por los puntos
P,Q,R, S, ver Figura 6.

(ξ , η)

m
ji
n

(        ,        )

(        ,        )(        ,        )
m m

n

nn

m

i j+1 i+1 j+1

i+1

r  =r

P
Q

S

R

B

ci,j

i,j

j(        ,        )

Figura 6: Mapeo bilineal entre Bi,j y ci,j

Escribiendo el mapeo bilineal entre Bi,j y el cuadrilátero P,Q,R,S en
la forma

r(ξ, η) = A + B(ξ − i

m
) + C(η − j

n
) + D(ξ − i

m
)(η − j

n
) (27)

los coeficientes del mapeo son determinados por la correspondencia entre
los puntos; aśı tendremos que

A = P

B = m(Q − P )

C = n(S − P )

D = mn(R − Q + P − S)

Una vez hecho esto, usando una regla de cuadratura basada sobre los
nodos, aproximamos la integral sobre Bi,j

∫

Bi,j

(rt
ξJ2rη)2 ≈ 1

4

[(
rt

ξ(
i

m
,
j

n
)J2rη(

i

m
,

j

n
)

)2

+

(
rt

ξ(
i + 1

m
,

j

n
)J2rη(

i + 1

m
,

j

n
)

)2

+

(
rt

ξ(
i + 1

m
,
j + 1

n
)J2rη(

i + 1

m
,
j + 1

n
)

)2

+

(
rt

ξ(
i

m
,
j + 1

n
)J2rη(

i

m
,
j + 1

n
)

)2
]

(28)

Por una parte, las parciales de r son
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rξ = m(Q − P ) + mn(R + P − Q − S)(η − j

n
)

rη = n(S − P ) + mn(R + P − Q − S)(ξ − i

m
)

y sus valores en las esquinas de Bi,j son

rξ(
i
m

, j
n
) = m(Q − P ) rη( i

m
, j

n
) = n(S − P )

rξ(
i+1
m , j

n ) = m(Q − P ) rη( i+1
m , j

n ) = n(R − Q)

rξ(
i+1
m

, j+1
n

) = m(R − S) rη( i+1
m

, j+1
n

) = n(R − Q)

rξ(
i
m , j+1

n ) = m(R − S) rξ(
i
m , j+1

n ) = n(S − P )

Con esto, reescribimos el primer elemento de (28)

rt
ξ(

i

m
,

j

n
)J2rη(

i

m
,

j

n
) = mn(Q − P )tJ2(S − P )

y de manera semejante tendremos los restantes términos

rt
ξ(

i + 1

m
,

j

n
)J2rη(

i + 1

m
,

j

n
) = mn(Q − P )tJ2(R − Q)

rt
ξ(

i + 1

m
,
j + 1

n
)J2rη(

i + 1

m
,
j + 1

n
) = mn(R − S)tJ2(R − Q)

rt
ξ(

i

m
,
j + 1

n
)J2rη(

i

m
,
j + 1

n
) = mn(R − S)tJ2(S − P )

con esto, la aproximación al funciónal de Área sobre Bi,j la escribimos en
términos de los puntos P,Q,R, S de la forma:

∫

Bi,j

(rt
ξJ2rη)2 ≈ 1

4
m2n2

[(
(Q − P )tJ2(S − P )

)2
+
(
(Q − P )tJ2(R − Q)

)2

+
(
(R − S)tJ2(R − Q)

)2
+
(
(R − S)tJ2(S − P )

)2]
(29)

Hagamos un examen atento de los cuatro triángulos que pueden ser de-
scritos sobre un rectángulo. En nuestro caso será sobre cada celda ci,j,
con orientación positiva, tal como se muestra en la Figura 7.

Dado que los triángulos cuentan con orientación positiva, el área de
cada uno de ellos está representarlo por la expresión

2 área(P,Q,S) = det(Q − P,S − P ) = (Q − P )tJ2(S − P )
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Figura 7: Triángulos de una celda.

lo que nos lleva a escribir la integral de Área restringida a la celda Bi,j

en forma compacta como

∫

Bi,j

rt
ξJ2rη ≈ 1

4
m2n2 [(2 área(P,Q, S))2 + (2 área(Q,R,P ))2

+ (2 área(R,S, Q))2 + (2 área(S, P,R))2
]

(30)

Podemos simplificar aún más la expresión anterior escribiéndola como
función de triángulos en la forma

∫

Bi,j

rt
ξJ2rη ≈ m2n2

4∑

k=1

f(4(k)) (31)

donde

f(4) = α2(4)

y

α(4) =
1

2
det(Q − P,R − P ) = área(P,Q, R).

no perdamos de vista que P,Q,R representan los vértices del triángulo
4(k) en curso, ver Figura 7.

Nótese que en esta forma de escribir el funcional hemos omitido la
cantidad m2n2 de (30) ya que sólo es un factor. Este factor lo tomaremos
en cuenta cuando normalicemos los funcionales para usarlos en combina-
ciones entre ellos.

Ahora bien, la integral de Área la hemos aproximado por una función
o colección de funciones, que dependen únicamente de los nodos interiores
de la malla.

Ia ≈ IDA = m2n2
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

4∑

k=1

f(4(k)
ij )

= m2n2
N∑

q=1

f(4q) (32)

17



donde N es el número de triángulos de la malla. Con esto, hemos trans-
formado el problema continuo de Área en un problema de minimización
sobre los triángulos de la malla identificando aquellas configuraciones de
mallas cuyos triángulos satisfagan el problema de gran escala

mı́n
G∈D

IDA (33)

donde D es el conjunto de mallas sobre Ω de dimensión m × n.
Este funcional, excepto por un factor constante, coincide con la pro-

puesta de Barrera-Pérez para el funcional de área midiendo los triángulos
orientados de la malla. Por una parte, el funcional de Barrera-Pérez es una
discretización simple del funcional continuo de área y por la otra, cuenta
con propiedades muy atractivas descritas por sus autores en [4].

Siguiendo las ideas de la discretización del funcional de Área y aten-
diendo a la forma de los funcionales discretos: sumas de funciones simples,
veamos una manera sencilla y moderna de representar funcionales discre-
tos que miden el área de los triángulos.

9. Funcionales discretos de Área

Sea f(x) : IR → IR una función continua y F una función, F (x) :
IRN → IR dado como

F (x) =

N∑

i=1

f(xi).

Sea M(Ω) el conjunto de mallas admisibles con N = 4 · (m − 1) · (n − 1)
triángulos, para una región poligonal Ω. Sea ϕ la función, ϕ : M(Ω) → IRN

que a cada malla le asigna el vector ϕ(G) = (α1, α2, . . . , αN )T , donde
los elementos αi representan dos veces el área de los triángulos de G.
Definimos un funcional discreto de área FA, asociado a la función F como

FA(G) = F (ϕ(G))

=
N∑

q=1

f(αq).

Bajo esta notación, podemos mencionar algunos funcionales de área
estudiados:
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área clásica FAc =

N∑

q=1

α2
q

área cuarta promedio FA4p =
N∑

q=1

(αq − ᾱ)4

inverso de área FA− =

N∑

q=1

1

αq

k − área FkA =

N∑

q=1

1

k + α
; con k adecuada

Cualquier aplicación real que se lleve a cabo con la discretización de la
región, requiere que la malla sea convexa. Esta será nuestra preocupación
al momento de diseñar funcionales que garanticen en el óptimo una ma-
lla convexa, de otra forma no será útil. Veamos una caracterización de
la convexidad en las mallas y cómo analizar ésta caracterización en la
formulación de funcionales discretos de área.

9.1. Caracterización de la convexidad

Empleando la orientación de la frontera de cada celda en una malla, es
sencillo verificar que si el área en cada celda es positiva, la malla no nece-
sariamente es convexa. Esto se debe a que existen cuadriláteros de área
positiva que no son convexos. Por esta razón, es importante buscar una
manera de asegurar convexidad en una celda. Esto es posible consideran-
do directamente cada uno de los cuatro triángulos que se forman con los
vértices de cada celda de la malla ([3]). Por otra parte, se debe emplear
la orientación de los triangulos, ya que el valor de α en cada triángulo es
positivo, entonces la celda es convexa (Figura 7).

Lo inmediato para obtener mallas convexas, es resolver el problema

mı́n
G∈M(Ω)

I(G)

sujeto expĺıcitamente a

α(4q) > 0, q = 1, · · · ,N. (34)

Sin embargo, no es conveniente atacar un problema aśı, ya que las restric-
ciones no permiten un manejo eficiente y dificultan el proceso de opti-
mización.

En vez de emplear las restricciones (34), es preferible que éstas aparez-
can directamente en la expresión (24), con el objeto de que la convexidad
en las mallas óptimas sea consecuencia de las propiedades del funcional.
Esta idea nos permite escribir el problema de optimización de gran escala
para generar mallas como un problema no restringido.

Debido a la importancia de α, en [49] se definen para una malla G de
orden m ·n, sobre una región Ω: el promedio α, el mı́nimo α y el máximo
α+ de los valores de α como
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α(G) =
área(Ω)

(m − 1)(n − 1)
,

α (G) = mı́n{α(4q
i,j)|1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n; 1 ≤ q ≤ 4},

α+(G) = máx{α(4q
i,j)|1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n; 1 ≤ q ≤ 4}.

Claramente, si α (G) > 0, entonces G es convexa. Ésta es la condición
que emplearemos para garantizar convexidad en una malla.
Veamos algunos aspectos de los funcionales de área señalados.

9.2. Funcional Clásico de Área

Un teorema que se discute en [15] y [49], sobre la utilidad de los fun-
cionales de área, es el siguiente.

Teorema 1 Si Gu es una malla tal que todos sus triángulos tienen la mis-
ma área y FA es el funcional de área expresado como FA(G) =

∑N
q=1 f(αq),

donde f es una función f : IR → IR, con f ′′(x) ≥ 0, entonces Gu es un
punto mı́nimo de FA.

Este resultado nos sugiere que casi cualquier funcional convexo de área
es útil. Sin embargo, esto no es aśı, ya que el funcional de área clásico

FAc(G) =

N∑

q=1

α2
q

no es capaz de generar mallas convexas en regiones irregulares. En [4] se
hace un análisis detallado de este funcional discreto.

9.3. Funcional área 4 promedio

La funcional de área cuarta promedio es muy interesante. Es una fun-
cional de área considerada por Tinoco [49] para penalizar la desviación
del área con respecto al área promedio de una malla en M(Ω)

FA4p =

N∑

q=1

(αq − ᾱ)4

este funcional falla en la obtención de mallas convexas para regiones irre-
gulares. Sin embargo ha sido útil su estudio para retomar la preocupación
de construir mallas convexas penalizando la desviación con respecto al
área promedio.

9.4. Funcional discreto inverso de Área

Otro ejemplo de funcional discreto de área lo representa el funcional
discreto inverso de área

FA− =

N∑

q=1

1

αq
(35)
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Éste funcional discreto de área tiene la particularidad de estar definido
sobre mallas con triángulos de área positiva. Como ya fue señalado en
[49] y [26], cuando se aplica un método iterativo de optimización cabe la
posibilidad de que el optimizador nos lleve a considerar puntos de prueba
a mallas no convexas o bién, con celdas degeneradas; en cuyo caso la
expresión (35) puede no estar definida (para alguna αq ≤ 0). Si αq < 0
el funcional carece de significado y el optimizador podŕıa conducirnos a
puntos o mallas que nada tienen que ver con la propiedad ideal de estos
funcionales: convexidad.

Por esta razón debe emplearse una regularización del funcional inverso
de área para permitir al optimizador rechazar puntos (configuraciones de
triángulos, las mallas) de prueba no aceptables durante su proceso.

Barrera propone realizar un corrimiento del polo de la siguiente forma

f̃(4) =





l(4)
2α(4)

si α(4) ≥ εc

4εc l(4)

(2α(4)+ε)2
si − εc < α(4) ≤ εc

(36)

en la Figura 8, se observa la propuesta de correr el polo.

α0

f

^
f

−εc εc

Figura 8: Regularización del funcional.

El valor de εc representa hacia dónde se ha de correr el polo y por
consiguiente depende de la complejidad de la región, y de la ε-convexidad
del conjunto de mallas sobre las que se va a optimizar.

Un valor experimental ha sido

εc =
área(Ω)

2(m − 1)(n − 1)
.

El trabajo de Barrera dió la pauta para analizar ésta forma de atacar el
problema del polo en funciones del tipo 1/t para posteriormente diseñar
funcionales que consideren la idea de ampliar el dominio a mallas casi-
convexas.
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9.5. Funcional k-Área

Tomando como base la idea de correr el polo, Tinoco, propuso am-
pliar el dominio de definición del funcional inverso de área, construyendo
un funcional modificado del tipo de área. Describamos un poco el tra-
bajo desarrollado y cómo consideró esa ampliación de dominios, véase la
Figura 9.

D

Dε ,

0

Figura 9: Ampliación de dominios.

Una medida de la no convexidad de una malla, viene dado por α−(G),
dos veces la menor área del triángulo en G. De ah́ı la importancia de
considerar el conjunto siguiente:

Definición 4 Sea M(Ω) el conjunto de todas las mallas admisibles para
una región; definimos

Dk = {G| G ∈ M(Ω), α (G) > −k} (37)

con k un número real.

Las propiedades siguientes son sencillas de verificar:

1. Si k y k̃ son números reales tales que k < k̃ entonces Dk ⊂ Dk̃.

2. k ≤ −α entonces Dk = φ.

De éstas propiedades se sigue que el conjunto D = {k ∈ IR|Dk 6= φ} es
no vaćıo y acotado inferiormente. Por otra parte, si inf D < 0, entonces el
conjunto D0 de mallas convexas es no vaćıo.

En 1997, Tinoco [49] propuso un funcional de área basado en la idea de
extender las propiedades del funcional inverso de área sobre los conjuntos
Dk, para ello, consideró el funcional

FkA =
N∑

q=1

1

k + αq
. (38)

En los siguientes teoremas se enuncian las propiedades de este fun-
cional.

Teorema 2 Sea k > 0. Si Dk 6= φ, entonces FkA tiene al menos un
mı́nimo en Dk.

22



También se cumple que los valores α de las mallas óptimas del fun-
cional FkA se incrementan a medida que k > 0 se aproxima a cero. Esta
idea sugiere diseñar un procedimiento homotópico en los valores de k.

El punto central es obtener un valor de k y proponer una actualización
de ella para lograr un procedimiento homotópico.

Teorema 3 Sean G0 ∈ Dk y G1 en Dk tal que

FkA(G1) = mı́n
G∈Dk

FkA(G),

entonces
α (G1) ≥ −k̃,

donde k̃ = k − 1
FkA(G0)

.

Sin embargo, hemos de contar con el valor de la función en el ópti-
mo para hacer esta actualización de k. Un resultado que nos sugiere un
algoritmo efectivo para la actualización de k viene del

Teorema 4 Supongamos que Dk0 es no vaćıo y sea Gk0 ∈ Dk0 ; elijamos
G0 /∈ Dk0 una malla no convexa.

Entonces para todo k en el intervalo
(
−α (G0),−α (G0) + 1

2φk0

)
, las

mallas óptimas Gk del funcional FkA satisfacen que

α (Gk) > α (G0) +
1

2φk0

(39)

donde φk0 = Fk0A(Gk0). �

Con este resultado se puede demostrar que es posible obtener una
malla convexa en un número finito de pasos, ver Barrera-Tinoco [7]. El
algoritmo que sugieren es el siguiente:

Algoritmo

1. Obtener una malla inicial G0 sobre Ω.

2. Calcular k para G0 con α−(G0) con α−(G0) > −k.

3. Optimizar FkA

Gk = arg mı́n
G∈Dk

FkA(G)

4. Repetir los pasos 2–3 hasta obtener una malla convexa con las pro-
piedades de FkA o una cercana a la convexidad.

Este algoritmo genera una trayectoria que nos lleva al conjunto de
mallas convexas.

Una actualización experimental para k muy efectiva es la siguiente.

k̃ = −1,0015 ∗ α− + 0,01 ∗ ᾱ

k = máx{k∗ᾱ, k̃} (40)

con k∗ = 0,01. Este funcional genera mallas convexas admisibles de mane-
ra muy eficiente, y aunque los resultados se presentan de manera natural,
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Figura 10: Trayectoria hacia el conjunto D0, de mallas convexas

lo único que se ha hecho es una translación del origen del funcional 1/α en
un espacio euclidiano. A este procedimiento de actualizar k y optimizar
el funcional, le llamamos k-funcional de área.

Este funcional nos garantizó una manera de obtener mallas convexas,
si estas existen, y ha sido objeto de varios estudios para proponer actua-
lizaciones de k eficientes, analizar la trayectoria Γ del procedimiento y
las propiedades inherentes de este tipo de funcionales, para extenderlas a
otros funcionales de área.

Observemos que el denominador k + α, en este funcional opera como
una barrera para evitar que los valores de α en las mallas sean negativos.
Una desventaja que presenta es que en el proceso de optimización numéri-
ca, cuando los valores de α se aproximan a k, el funcional requiere una
regularización del funcional.

La idea de la regularización que propusieron Barrera-Tinoco, es “em-
patar” en un punto α̂ ésta curva con una función cuadrática

q(α) = a(α − α̂)2 + b(α − α̂) + c (41)

sólo cuando sea necesario. Para lograr que el empate en α̂ sea dos ve-
ces continuamente diferenciable los coeficientes de la cuadrática deberán
cumplir que

a =
1

(k + α̂)3

b = − 1

(k + α̂)2

c =
1

k + α̂
(42)

Experimentalmente, el punto de empate se ha considerado cuando

α̂ = −k + 0,015α−

y la regularización sólo se lleva a cabo cuando

α < 0,15α−. (43)
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Bah́ıa de la Habana. Gran Bretaña.

Lago Ucha. Sudamérica.

Figura 11: Mallas generadas con el funcional de k-área.

Nuestro interés ahora, es caracterizar los funcionales de área que nos
conduzcan a una malla convexa en el óptimo.

Para lograr mallas convexas por funcionales de área, debemos de bus-
car una función f(α) que se comporte de manera semejante a 1/(k + α),
y esté definido sobre todo el conjunto de mallas M(Ω).

Entre las propiedades que debemos observar sobre f , tenemos

debe ser capaz de distinguir valores distintos de α

convexa,

acotada inferiormente,

y se incremente a medida que los valores de α disminuyen.

Hemos de considerar funciones con éstas caracteŕısticas, además, es
conveniente que sea muy suave, para permitir en la práctica una opti-
mización sencilla.
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9.6. Funcional exponencial de área

Una propuesta planteada por Mota en su trabajo doctoral [19] es usar
la función exponencial

f(α) = exp(−α). (44)

Para de esta forma penalizar a los triángulos de área negativa y entonces el
optimizador pueda conducirnos sin dificultad a mallas convexas. Nuestro
siguiente objetivo es mostrar que los funcionales semejantes a

FA(G) = F (ϕ(G)) (45)

donde

F (x) =

N∑

q=1

exp(−xq) (46)

son de utilidad para construir mallas convexas.
Un teorema que nos ayuda a comprender la utilidad de este funcional

es el teorema de Hardy, Littlewood y Pólya ([27]).

Teorema 5 Sean g una función convexa y A un número real. Si x1, · · · , xN

son números reales que satisfacen
∑N

i=1 xi = A, entonces

Ng(
A

N
) ≤

N∑

i=1

g(xi).

Si aplicamos esta idea a los funcionales de área, nos dice que la malla
uniforme es un punto cŕıtico.

Esta idea de penalizar los triángulos de área negativa es muy intere-
sante, ya que no requiere de regularización alguna. Sin embargo, en la
práctica el procedimiento de optimización se torna lento y puede con-
ducirnos a una malla con triángulos de área cero.

Es importante comentar que el teorema 5 no garantiza la existencia
de una malla convexa per se. La malla uniforme Gu no tiene porque ser
una malla admisible para toda región, ya que existen varias restricciones
impĺıcitas en el problema de optimización de mallas

En las celdas que se encuentran en las esquinas, los triángulos que
corresponden a los vértices no se mueven durante el proceso de op-
timización, esto es, tienen área constante.

En cada una de las celdas, la suma del área orientada de los cuatro
triángulos es dos veces el área orientada de la celda. Estos triángulos
están relacionados por una relación lineal. Existe una restricción
para cada celda de la malla.

Estas restricciones implican que para algunas fronteras no existirán
mallas convexas para toda elección de puntos en los lados.

Un ejemplo de lo anterior fue propuesto por Ivanenko para la frontera
mostrada en la Figura 12. Para ese contorno, es sencillo verificar que no
es posible construir una malla convexa de 3 puntos por lado.
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Figura 12: Contorno modelo de Ivanenko.

Este funcional de área opera muy bien en regiones complicadas, sin
embargo es muy lento en el proceso de optimización y en algunos casos
no se logra una malla convexa [19]. Sin embargo la idea de penalizar los
triángulos de área negativa es atractiva.

9.7. Funcional Escalado de área

La exponencial exp(−αq) no penaliza lo suficiente a los triángulos de
área negativa pequeña. Por esta razón es necesario aumentar la penaliza-
ción.

Consideremos la función exp(−tα), donde t > 1. Lo anterior da lugar
al funcional

FA,t(G) = Ft(ϕ(G))

donde

Ft(x) =

N∑

q=1

exp(−txq).

Aumentar la penalización es equivalente a escalar la malla. Esto es, la
malla G es un punto en un espacio euclidiano de dimensión finita, si es-
calamos los puntos de la malla G por un factor

√
t, el área de los triángulos

de las celdas quedan escalados por un factor t. De manera simbólica

G →
√

tG

αq → tαq

por lo tanto, si denotamos F (
√

tG) como Ft(G) tenemos

FA,t(G) =

N∑

q=1

exp(−tαq).
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Esta propuesta es interesante, ya que para un valor de t grande, los
triángulos de área negativa son penalizados fuertemente y la función es
convexa. Incluso nos sugiere un mecanismo para iniciar con un valor de t
e ir incrementando éste. Veamos cómo se comporta este funcional para t
grande.

9.8. Superficies de nivel de Ft

Describamos las superficies de nivel de Ft para observar su óptimo.

Teorema 6 Sean u > 0, t > 0. Existe x0 = (x01, x02, · · · , x0N )T ∈ IRm

tal que

Ft(x0) =

N∑

i=1

e−tx0i

= u

Demostración: Tomando x0i = x0j para 1 ≤ i, j ≤ N tenemos que
Ft(x0) = Ne−tx01 , y en particular para

x01 =
log N − log u

t
.�

El resultado anterior también indica que el espacio cociente construido
en IRN con la relación de equivalencia

x ∼ y ⇐⇒ Ft(x) = Ft(y)

se identifica con los reales positivos, considerando la intersección de las
superficies de nivel con la recta generada por el punto (1, 1, 1, · · · , 1)T ∈
IRn.

Es inmediato verificar que las superficies quedan dentro de una translación
adecuada del primer “hipercuadrante” de IRN en la dirección del vector
(1, 1, 1, · · · , 1)T .

Definición 5 Definamos para k real el conjunto

Λk = {x = (x1, x2, · · · , xN) ∈ IRN |mı́n
i
{xi} > k}. (47)

Teorema 7 La superficie de nivel Sx0 del punto x0 = x0(1, 1, · · · , 1)T ,
definida por el funcional

Ft(x) =
N∑

i=1

e−txi

donde k, t son números reales y t > 0, cumple que

Sx0 ⊂ Λk

si x0 ≥ k + log N
t

.
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Demostración Dada la simetŕıa del funcional, sólo hay que verificar que
no existe intersección con el plano x1 = k. Si dicha intersección existe,
entonces para el punto (k, x2, · · · , xN) tenemos

e−tk +
N∑

i=2

e−txi = Ne−tx0 .

Como consecuencia del teorema 6, existen valores x2, x3,...,xN que satis-
facen la expresión anterior, si Ne−tx0 > e−tk, de donde se deduce inmedi-
atamente que

x0 < k +
log N

t
.�

Es importante señalar que la forma de la frontera de los conjuntos Λk y
las superficies de nivel del funcional Ft, es muy parecida para t grande.

Definición 6 Consideremos un número real k . Definamos el conjunto
Tk como

Tk = Λk ∩ P,

donde P es el plano

P = {(x1, x2, · · · , xN )|x1 + x2 + · · · + xN = A}. (48)

El vector de los valores de α de una malla admisible siempre está con-
tenido en P , y cuando la malla sea convexa estará contenido en T0.

El siguiente ejemplo muestra cómo se puede aprovechar el compor-
tamiento sui-géneris de las superficies de nivel y el papel que juega el
parámetro t para obtener mallas convexas.

Ejemplo. Para la función

Ft(x, y, t) = exp(−tx) + exp(−ty),

consideremos un punto (x0, y0) ∈ Λk ⊂ IR2. Sea la familia de curvas de
nivel de la función Ft dada como:

S(x0, y0, t) = {(x, y)| e−tx + e−ty = e−tx0 + e−ty0}.
Es inmediato verificar que cuando t → ∞, las curvas de nivel quedan
eventualmente contenidas en el cuadrante que define Λk, en otras palabras,
a partir de cierto valor de t quedan contenidas completamente en Λk

(Figura 13).
Con base en este ejemplo, vamos a demostrar que en el caso general

existen valores de t a partir de los cuales se cumple la siguiente condición:
“Si x0 ∈ Λk entonces existe un valor de t tal que la superficie de nivel esta
contenida en Λk para valores de k < A/N”.

El siguiente teorema sintetiza el proceso que se ha motivado.

Teorema 8 Si el punto x0 = (x01, x02, . . . , x0N )T ∈ Λk∩P y si k < A/N
entonces existe un número real t > 0 tal que, la superficie de nivel Sx0 de
Ft(x) que pasa por x0, está contenida en Λk.
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Figura 13: Algunas curvas de nivel para Ft.

Demostración La primera observación es que a partir de los teoremas
anteriores, se obtiene una condición para determinar t, a saber

− logFt(x0)

t
≥ k.

Como A
N

(1, 1, . . . , 1)T es el mı́nimo de Ft(x), tenemos

Ft(x0) ≥ N exp(−t
A

N
)

de donde se sigue

− log Ft(x0)

t
≤ A

N
− log N

t

Por otra parte, dado que x0 ∈ Λk

x0
− = mı́n

i
{x0i} > k,

lo que proporciona una cota superior para Ft(x0)

Ft(x0) ≤ N exp(−tx0
−)

de donde

x0
− − log(N)

t
≤ − log(Ft(x0))

t
.

En resumen

x0
− − log(N)

t
≤ − log(Ft(x0))

t
≤ A

N
− log(N)

t
,

tomando ĺımite t → ∞ obtenemos
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x0
− ≤ ĺım

t→∞

(
− log(Ft(x0))

t

)
≤ A

N

es decir,

k < x0
− ≤ ĺım

t→∞

(
− log(Ft(x0))

t

)

por lo que para t suficientemente grande tal que

k < − log(Ft(x0))

t
se sigue la afirmación del teorema. �

Ahora analicemos en el conjunto

La = {x ∈ P |Ft(x) ≤ a},
que representa la intersección del plano P con el conjunto de nivel Ft ≤ a.
Veamos un ejemplo para observar la forma del conjunto La

Ejemplo: Consideremos las curvas de nivel de la función

Ft(x, y, z) = exp(−tx) + exp(−ty) + exp(−tz)

sujetas a la condición x+y+z = 1. Se puede ver fácilmente que el conjunto
La se obtiene de las curvas de nivel de Ft al eliminar la variable z.

Aśı obtenemos la función

F̃t(x, y) = exp(−tx) + exp(−ty) + exp(−t(1 − x − y))

y La es el conjunto de puntos (x,y) tales que

Ft(x, y) ≤ a

Observemos de la Figura 14 que el conjunto La es convexo, acotado y
homeomorfo a la bola unitaria.
Las propiedades del conjunto La son válidas para cualquier función pare-
cida a la exponencial. El siguiente teorema establece esta afirmación.

Teorema 9 Sea

Ht((x1, · · · , xN)T ) =

N∑

i=1

f(−txi),

donde f(x) es una función continua, estrictamente decreciente, convexa
y positiva. Sean t > 0, A > 0 y P la expresión (48). Entonces para toda
a ≥ Nf( tA

N
), los conjuntos

La = {x ∈ P |a ≥ Ht(x)} (49)

satisfacen las siguientes propiedades:

Los conjuntos La son cerrados y no vaćıos.

Si a < b, entonces La ⊂ Lb.

para toda x ∈ P \ La, Ht(x) > a.
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Figura 14: Conjunto Ft(x, y).

La frontera de La es el conjunto

{x ∈ P |Ht(x) = a}.

Los conjuntos La son convexos.

Los conjuntos La son acotados (y en consecuencia compactos usando
la primera propiedad).

Estas propiedades indican que las superficies de nivel de Ft restringidas
a P son topológicamente equivalentes a esferas ([37]). Este resultado nos
permite obtener mallas convexas por medio de este funcional, si sobre Ω
puede construirse una.

En la Figura 15 se muestran los conjuntos La que pasan por el punto
x0 para distintos valores de t.

9.9. Mallas óptimas del funcional Ft

Sea M(Ω) el conjunto de mallas admisibles con N = 4(m − 1)(n − 1)
triángulos para una región poligonal Ω de área orientada igual a A. Se
define el conjunto

Mk = {G ∈ M(Ω)|α (G) > k}
para k < A/N . Los conjuntos Mk son equivalentes a los conjuntos Dk,
claramente, D−k = Mk. Observemos que G ∈ Mk śı y solo si ϕ(G) ∈ Λk.

Teorema 10 Sea k < A
N

y supóngase que existe una malla convexa G0 ∈
M0(Ω). Entonces, para un valor de t suficientemente grande, existe Ĝ ∈
M0(Ω) tal que

FA,t(Ĝ) = mı́n{Ft(G)|G ∈ Mk}.
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Figura 15: Conjuntos La.

Demostración
Hagámos G = ϕ(G0) y sea t tal que la superficie de nivel SG = {x ∈

IRN |Ft(G) = Ft(x)} satisfaga SG ⊂ Λ0.
La intersección SG ∩ P es no vaćıa, pues G ∈ P , y dado que SG ∩

P ⊂ Λ0 ∩ P = T0, la superficie de nivel del funcional Ft restringido a P
está contenida en T0. Esto significa que el conjunto

LFt(G) = {x ∈ P |Ft(G) ≥ Ft(x)}
está completamente contenido en T0.
De la definción de LFt(G), se sigue que ∀x ∈ P \ LFt(G)

Ft(x) > Ft(G) (50)

y consecuencia de la propiedad 3 del lema 9, ∀x ∈ LFt(G) se cumple

Ft(x) ≤ Ft(G). (51)

Finalmente, si G1 y G2 con mallas en Mk tales que ϕ(G1) ∈ LFt(G) y
ϕ(G2) /∈ LFt(G), las desigualdades (50) y (51) implican que

Ft(ϕ(G2)) > Ft(G) ≥ Ft(ϕ(G1));

en otras palabras tenemos

FA,t(G2) > FA,t(G0) ≥ FA,t(G1).�
Notemos que el valor de k sirve solamente para definir el conjunto en

donde resolvemos el problema de optimización.
El teorema anterior, indica que existe un valor de t a partir del cual

el funcional Ft tiene una malla óptima convexa. Este resultado nos per-
mite usar este funcional para construir mallas convexas en combinación
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con otros funcionales como longitud y ortogonalidad para garantizar las
propiedades geométricas de la combinación.

Por otra parte, resolver el problema de optimización puede hacerse de
una manera robusta, es posible partir de una condición inicial dada por
una malla arbitraria. No obstante, hay que proceder de manera cuidadosa
al implementarlo, ya que la función exponencial crece rápidamente y si t
crece indiscriminadamente podŕıamos obtener un overflow.

En consecuencia, podemos emplear el siguiente algoritmo:

Algoritmo

1. Tomar un valor inicial para t.

2. Generar una malla inicial.

3. Resolver el problema de optimización

Ĝ = arg mı́n
G∈M(Ω)

Ft(G)

con

Ft(G) =

N∑

q=1

f(tαq).

4. Si α (Ĝ) > 0, obtenemos una malla convexa y el proceso ha termina-
do; de lo contrario multiplicamos t por un factor τ > 1 y regresamos
al paso 3 con Ĝ como la malla inicial.

Observemos que el factor τ y el valor inicial de t en el algoritmo son
arbitrarios. Pueden ser elegidos sin relación a un valor espećıfico de k, es
decir, independientemente del grado de convexidad de la malla.

Hemos de hacer notar que los resultados obtenidos para este funcional
escalado de área se basan en tres ideas fundamentales de la función f =
f(x)

Convexa.

Estrictamente decreciente.

Positiva.

Por lo tanto, de lo hasta aqúı visto, se obtienen los siguientes teoremas
en forma general.

Teorema 11 Sea u > 0 y f una función continua, convexa, positiva y
estrictamente decreciente. Entonces, existe un punto z = (z1, ..., zm) ∈
IRm tal que para el funcional

F (x) =

m∑

i=1

f(xi)

se cumple que:
F (z) = u.

Demostración
Consideremos sin pérdida de generalidad que f > 0. Solamente hay que
hacer zi = c, para 1 ≤ i ≤ n, aśı

F (z) = mf(c)

= u.
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Entonces
c = f−1

( u

m

)
.�

También es cierto que algunas curvas de nivel de F quedan completa-
mente contenidas en el hipercuadrante positivo.

Teorema 12 Sean z, k números reales, f una función continua, convexa,
positiva y estrictamente decreciente, Λk = {(x1, · · · , xN)|mı́n1≤i≤N {xi} >
k} y z = (z, z, · · · , z) ∈ IRN . Entonces, la superficie de nivel Sz del punto
z definida por el funcional

F (x) =

N∑

i=1

f(xi)

satisface que
Sz ⊂ Λk

si z ≥ f−1
(

1
N

f(k)
)
.

Demostración Si la primera coordenada de un punto en Sz es k, debe
cumplirse que

f(k) +

N∑

i=2

f(xi) = F (z)

o en forma equivalente

N∑

i=2

f(xi) = Nf(z)− f(k).

La última expresión se satisface como consecuencia del teorema 11 si
Nf(z) > f(k), esto es

z < f−1

(
1

N
f(k)

)
.�

A partir del teorema 12 el significado de t es geométricamente evidente.
El valor

z0 = f−1

(
1

N
f(0)

)

representa un “umbral” medido sobre la recta generada por el punto
(1, · · · , 1), a partir del cual, todas las superficies de nivel que correspon-
den a puntos mayores que z0, están completamente contenidas dentro del
hipercuadrante positivo.

El significado geométrico de escalar un punto en IRN que esté asociado
a una malla convexa, significa encontrar puntos en la recta generada por
él en las superficies de nivel que están completamente contenidas en Λ0,
(Figura 16).

Teorema 13 Sean f con las hipótesis del teorema 12, F dada por

F =
N∑

i=1

f(xi)
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Figura 16: Significado geométrico de t.

y Ω una región poligonal para la cual existe una malla admisible G0.
Entonces es posible encontrar un número real t para el cual existe una
malla Ĝ ∈ M0(tΩ) tal que

FA,
√

t(Ĝ) = mı́n{FA,
√

t(G)|G ∈ M(
√

tΩ)}.

Demostración
A partir de los teoremas 11 y 12, se sigue que la superficie de nivel de G0

es una superficie contenida en el primer hipercuadrante, si se satisface

f−1

(
1

N
F (tϕ(G0))

)
≥ f−1

(
1

N
f(0)

)
,

que es equivalente a pedir

F (tϕ(G0)) ≤ f(0). (52)

Notemos que F (tG0) ≤ Nf(tα (G0)). En consecuencia, si

Nf(tα (G0)) ≤ f(0),

la afirmación del teorema se sigue inmediatamente. Por lo tanto, para
satisfacer la expresión (52) sólo hay que elegir t tal que

t ≥ 1

α (G0)
f−1

(
1

N
f(0)

)
.� (53)

Es interesante observar que el conjunto de mallas convexas que pode-
mos alcanzar depende continuamente de t debido a la continuidad del
funcional F sustentado en el teorema 11.

Los teoremas 9 y 13 nos proporcionan el resultado deseado. De he-
cho, indican que tenemos una gran libertad para diseñar funcionales para
generar mallas convexas. Con todo, hemos extendido y comprendido con
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mayor claridad las propiedades de los funcionales de área, lo cual nos per-
mite proponer una colección de funcionales muy sencillos de implantar.

Con estos resultados, un funcional escalado de área que propusimos,
es el siguiente

f(x) =

{
(x − 1)2 − (x − 1) + 1 x ≤ 1
1
x

x > 1.

El valor inicial para t que consideró tomado igual a la unidad y para
el crecimiento de t, consideró τ = 2. Este funcional opera muy rápido, y
para pocas actualizaciones de t se logran mallas convexas.

Este funcional es muy sencillo, e ingenioso, cumple con las caracteŕısti-
cas enunciadas en los 3 últimos teoremas, es un funcional de área que nos
conduce a mallas convexas sobre M(Ω). Podemos observar que se trata
de una “regularización” global del funcional inverso de área. Esta idea de
regularización puede ser extendida de manera inmediata al funcional de
suavidad.

Bah́ıa de la Habana. Gran Bretaña.

Lago Ucha. Sudamérica.

Figura 17: Mallas generadas con el funcional Ft.
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10. Funcional positivo escalado de Área

La penalización del área, en términos de α, ha estado presente en
casi todos los funcionales que hemos estudiado, ya sea para no permitir
una desviación grande con respecto al área promedio, o bien para no
permitir triángulos con área negativa para de esta manera, la condición
de convexidad vaya impĺıcita en la formulación de los funcionales y nuestro
problema de optimización resulte sin restricciones.

El trabajo central de Mota propone trabajar con funcionales de área

FA(G) =
N∑

q=1

f(αq)

con la propiedad de que f : IR → IR sea una función

convexa,

estrictamente decreciente y

positiva

para entonces, de existir una malla convexa, a través de un proceso de
optimización lograr una con este funcional. La propiedad de que f sea
convexa y estrictamente decreciente, permite al optimizador lograr ese
óptimo, y desde luego, al ser positiva y acotada por abajo, aproximarnos
al punto cŕıtico que representa un mı́nimo.

Relajemos la propiedad de ser estrictamente decreciente la función,
consideremos funciones que sean, convexas, decrecientes y no negativas.

Antes de pasar a señalar las propiedades que se conservan, observemos
una función interesante.

Uno de los funcionales que estudiamos fue, el de área promedio

FAp(G) =
N∑

q=1

(α − 1)2

considerando mallas G escaladas a ᾱ = 1. Este funcional penaliza las
desviaciones de α con respecto al promedio, es convexo y positivo, pero
no es estrictamente decreciente. Consideremos el funcional en la forma

FAp+(G) =
N∑

q=1

(α − 1)2+

donde

(α − 1)2+ =

{
(α − 1)2 si α ≤ 1

0 en otro caso

}

este funcional es positivo y únicamente opera sobre los triángulos para los
cuales α esté por debajo del promedio esperado. Este funcional es del tipo
de los funcionales de área de Mota restrigido a los triángulos de las mallas
por debajo del promedio.

Este proceso lo podemos ver como optimizar una sub-malla de G para
la cual los triángulos tengan α por debajo del promedio global. Este es un
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funcional de área que nos debe conducir a una malla convexa de existir
ésta.

Sin embargo, no penaliza lo suficiente a los triángulos por debajo del
promedio por lo que el proceso de optimización por los ḿetodos cuasi-
newton puede tornarse muy lento

Ahora, bien, consideremos la funcional

FApe(G) =

N∑

q=1

(α − 1)2+ exp(−tα) (54)

Este funcional penaliza a los triángulos por debajo del promedio esperado.
Veamos algunos resultados de una generalización de este funcional

Sean α̂ > 0, dado y t > 0. Definamos la función

P(x) = e−tx(x − α̂)2+ (55)

donde

(x − α̂)2+ =

{
(x − α̂)2 x ≤ α̂

0 x > α̂.

La función P nos permite, de manera análoga a los desarrollos pre-
sentados previamente, escribir un funcional de área para generar mallas
convexas, aqúı penalizamos los triángulos con α < α̂

Teorema 14 Sean u ≥ 0, τ > 0. Existe x = (x1, · · · , xN )T ∈ IRn tal que

Y (x) =
N∑

i=1

P(xi) = u.

Demostración:
Tomemos xi = x1, i = 1, · · · ,N . Entonces

Y (x) = Ne−tx1(x1 − α̂)2+.

Si u = 0, elegimos x1 = α̂. Para u > 0, el resultado se sigue del hecho que
P(x) no está acotada a medida que x → −∞.�

Teorema 15 Sean α̂ > k > 0, y x̂i > k, i = 1, · · · ,N . Entonces, para
un valor de t > 0 suficientemente grande, la superficie de nivel del punto
x0 = (x̂1, · · · , x̂N) definida por el funcional Y (x) =

∑
P(xi) se encuentra

completamente contenida en el primer hipercuadrante de IRN .

Demostración:
La superficie de nivel del punto x0 queda completamente contenida

dentro de Λk si
Y (x0) ≤ P(k),

o en otras palabras

N∑

i=1

e−t(x̂i+k)(x̂i − α̂)2+ ≤ (k − α̂)2+.

Dado que x̂i > k, i = 1, · · · ,N , la expresión anterior implica que una
condición suficiente para garantizar la conclusión del teorema es que
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e−2tk
N∑

i=1

(x̂i − τ)2+ ≤ (k − α̂)2+,

lo cual evidentemente puede ser satisfecho para un valor de t suficiente-
mente grande.�

Bah́ıa de la Habana. Gran Bretaña.

Lago Ucha. Sudamérica.

Figura 18: Mallas generadas con el funcional de Area positivo escalado.

11. Conclusiones

En este documento, se han descrito los funcionales de área que hemos
desarrollado en los últimos años, aśı como la idea detrás de cada uno
que le dió origen; también, se han presentado los detalles técnicos de su
implantación en un sistema automático.

El funcional positivo escalado de área, último descrito, tiene la ven-
taja, sobre los anteriores, que únicamente afecta sub-regiones de la malla
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donde llevar a cabo el procedimiento de optimización. Si se pudiera detec-
tar de manera dinámica esas regiones, podŕıamos enfocar el esfuerzo del
optimizador de manera que se centrara en ellas, no tomando en cuanta a
las otras sub-regiones. Esto reduciŕıa consideramente el costo de cómputo
y tiempo para obtener una malla convexa sobre la región de estudio.

Para fines prácticos, se recomienda combinar los funcionales de área
con el de longitud, a fin de que la malla a obtener, cuente con un grado
de suavidad en las ĺıneas curviĺıneas y sea de utilidad sobre aplicaciones
concretas.

Los funcionales aqúı descritos se encuentran implantados en el sistema
Unamalla que puede ser obtenido de manera gratuita a través de la página
tycho.fciencias.unam.mx\unamalla.
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[5] Barrera, P., Castellanos, L., y Pérez, A. 1994. Métodos Variacionales
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Área y Suavida. Tesis de Maestŕıa, Facultad de Ciencias, UNAM.

42



[27] Hardy, G., Littlewood, J.E. y Pólya, G. 1934. Inequalities. Cambridge
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